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ANNALEN DER PHYSIK 


5». FOLGE, BAND 15, HEFT 4, NOVEMBER 1932 


Über die unelastischen Stöße schneller Elektronen’) 


Von Otto Klemperer 


(Mit 7 Figuren) 


$1. Einleitung 


Für unsere Kenntnis der Dynamik des Elektrons ist das 
experimentelle Studium der Wechselwirkung einzelner freier 
Elektronen von größtem Interesse. Wir erhalten Kunde von 
dieser Wechselwirkung, wenn es gelingt, den Zusammenstoß 
von einzelnen schnellen Kathodenstrahlelektronen mit einzelnen 
Atomelektronen zu beobachten. Die kinetische Energie der 
stoßenden Elektronen muß hierbei jedoch sehr groß gegen 
die Bindungsenergie der Atomelektronen sein, so daß letztere 
vernachlässigt werden kann, und das Atomelektron in dieser 
Hinsicht als frei betrachtet werden darf. Die experimentelle 
Beschreibung eines Zusammenstoßes zweier Elektronen besteht 
in der präzisen Angabe von Richtung und Geschwindigkeit 
vom stoßenden Elektron vor und nach dem Stoß — desgleichen 
vom gestoBenen Elektron, dieses kann in unserem Falle als 
ursprünglich ruhend gedacht werden. Die der Beobachtung 
zugängliche Streuung eines Elektrons beim Durchgang durch 
Materie kann nun aber stets zweierlei Ursachen haben: Sie 
kann entweder durch Ablenkung des Strahlelektrons am Atom- 
kern (elastische Streuung), oder durch Ablenkung des Strahl- 
elektrons am Atomelektron (unelastische Streuung) entstanden 
sein. Im Experiment haben wir es immer mit zahlreichen 
Begegnungen zwischen Atomen und Elektronen zu tun; zur 
Untersuchung eines der Elementarprozesse ist natürlich zu- 
nächst eine Kennzeichnung oder Trennung der beiden Arten 
von Stößen vorzunehmen. Wir werden im folgenden Streuungs- 
experimente beschreiben, bei welchen mit Hilfe des Spitzen- 
zählers die Winkelverteilung und die Geschwindigkeitsverteilung 
der von dünnen Folien einzelgestreuten Elektronen untersucht 
wurde. Die Methode ist bereits früher?) in ihren wesentlichen 
Zügen ausgearbeitet worden, und führte damals bei der Unter- 


1) Kieler Habilitationsschrift. 
2) OÖ. Klemperer, Ann. d. Phys. [5] 3. S. 849-878. 1929, im 
folgenden zitiert als ,,Ann. I“. 
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suchung von 9 und 18 kV schnellen Elektronen zu qualitativen 
Resultaten. Inzwischen sind mit verbesserter und veränderter 
Apparatur für 30 und 45 kV schnelle Elektronen quantitative 
Resultate erzielt worden, welche einen Vergleich mit den Aus- 
sagen der Theorie ermöglichten. Es hat sich hierbei durch 
eine magnetische Geschwindigkeitsanalyse der unter 45° ge- 
streuten Elektronen ergeben, daß die bei der unelastischen 
Streuung maximal vertretenen Elektronen eine der Stoß- 
mechanik entsprechende Geschwindigkeit besitzen, daß aber 
die unelastisch gestreuten Elektronen in diesem gegebenen Ab- 
lenkungswinkel eine breite Geschwindigkeitsverteilung auf- 
weisen. Die Häufigkeit der unelastischen Stöße im Ablenkungs- 
winkel 45° entspricht den Voraussagen der Quantenmechanik 
und steht im Gegensatz zu den Voraussagen der klassischen 
Theorie.) Ferner ergab eine Untersuchung der Elektronen- 
streuung in acht verschiedenen Ablenkungswinkeln zwischen 
30 und 150°, daB gemäß den theoretischen Voraussagen die 
Häufigkeit der unelastischen Stöße in der Umgebung von 45° ein 
Minimum zeigt und sowohl gegen kleinste Ablenkungen als auch 
gegen senkrechte Ablenkungen hin sehr stark ansteigt. Entgegen 
allen naheliegenden Erwartungen aber konnte der Nachweis er- 
bracht werden, daß unelastische Einzelstreuung auch in den hier 
untersuchten Ablenkungswinkeln 120 und 150° vorhanden ist, 
daß also unelastische Streuung am einzelnen Atom nach rück- 
wärts stattfinden kann. Die Untersuchungen wurden an Folien 
aus Zelluloid sowie aus Beryllium, Aluminium und Nickel aus- 
geführt. Die Ergebnisse entsprachen (mit Ausnahme des an- 
scheinend verunreinigten Berylliums) den Erwartungen insofern, 
als der Quotient der Häufigkeiten von unelastischen zu den 
elastischen Stößen mit wachsender Ordnungszahl stark abnahm. 
Der nach der einfachen Stoßmechanik erwartete Zusammen- 
hang zwischen unelastischer Geschwindigkeit und Ablenkungs- 
winkel war um so seltener erfüllt, je größer die Ordnungszahl 
des streuenden Atoms gewählt wurde. 


$2. Übersicht über bisherige Untersuchungen, bei denen 
unelastische Streuung schneller Elektronen festgestellt wurde 
Die Existenz von unelastischen Stößen, bei welchen schnelle 
Elektronen im Elementarprozeß relativ große Energiestufen 
ihrer Anfangsenergie einbüßen, wurde erstmalig durch Nebel- 


1) Die Méglichkeit eines Nachweises des Elektronenspins aus diesen 
Hiiufigkeitsbeobachtungen habe ich in einem Vortrage auf der Physiker- 
tagung im September 1931 in Bad Elster diskutiert. Vgl. O. Klemperer, 
Phys. Ztschr. 32. S. 864. 1931. 
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kammeruntersuchungen von Bothe!) und von Wilson?) sicher- 
gestellt. Es zeigten sich dort unter den Elektronenspuren 
Bahnverzweigungen, die davon herrührten, daß ein primäres 
Elektron unter Ablenkung aus seiner Bahn aus einem Atom 
des Nebelkammergases ein sekundäres Elektron herausgeschlagen 
hatte. Bei solchen Bahnverzweigungen konnten die Elektronen- 
geschwindigkeiten aus den Reichweiten und die Ablenkungs- 
winkel direkt stereoskopisch gemessen werden. Die ersten Be- 
obachtungen erstreckten sich hierbei auf die aus Energie- und 
Impulssatz folgende Gleichung: 


(1) u= U, COS 


in welcher u, die Elektronengeschwindigkeit vor dem un- 
elastischen Stoß, u diejenige des sekundären Elektrons oder 
auch diejenige des primären Elektrons nach dem Stoß und # 
den Ablenkungswinkel des betreffenden Elektrons aus der 
Primärrichtung bedeutet.) Während Bothe ungefähre Giiltig- 
keit von Gl. (1) fand, konnte Wilson, der über eine etwas 
größere Statistik verfügte, für etwa 20 kV schnelle Elektronen 
feststellen, daß von 37 untersuchten Bahnverzweigungen nur 16 
innerhalb der Versuchsgenauigkeit mit Gl. (1) in Einklang 
waren, während in den übrigen Fällen die Geschwindigkeiten 
u mindestens doppelt so groß, z. T. sogar mehr als 6 mal so 
groß gefunden wurden, als es der einfachen Gl. (1) entsprach, 
wenn man dort das beobachtete # einsetzte. Nebelkammer- 
beobachtungen ähnlicher Art, welche Williams und Terroux®) 
an etwa 100—200 kV schnellen Elektronen ausführten, ergaben 
dagegen keine Diskrepanz mit Gl. (1. Ferner fand Cham- 
pion), der neuerdings die unelastischen Stöße von 300—900 kV 
schnellen Elektronen mit der Nebelkammer untersuchte, daß 
der vom abgelenkten Primärelektron und vom herausgeschlagenen 
Sekundärelektron eingeschlossene Winkel genau den Forderungen 
der relativistischen Stoßmechanik entspricht. 

Einen zweiten Gegenstand der Beobachtung bildete die 
Häufigkeit der unelastischen StéBe. Die Nebelkammerversuche 
ergaben z. T. Abweichungen von der klassischen Erwartung: 
Nach den erwähnten Aufnahmen mit 100—200 kV schnellen 


1) W. Bothe, Ztschr. f. Phys. 12. S. 117. 1922. 

2) C.T.R. Wilson, Proc. Roy. Soc. 104. S. 192. 1923. 

3) Es läßt sich natürlich nicht entscheiden, welches von den beiden 
von der Stelle des Stoßes herausfliegenden Elektronen das primäre, und 
welches das sekundäre ist. 

4) E. J. Williams u. 
8. 308. 1930. 
F.C. 


F. R. Terroux, Proc. Roy. Soc. 126. 
Proc. Roy. Soc. 136. S. 630. 1932. 
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Elektronen von Williams und Terroux ist die experimentelle 
Anzahl der unelastischen Stöße bedeutend größer, als es den 
klassischen Erwartungen entspricht. Nach ebensolchen Ver- 
suchen von Williams!) mit etwa 20 kV schnellen Elektronen 
ergab sich dagegen in einer Statistik von etwa 140 Stößen, 
daß die experimentelle Anzahl der unelastischen Stöße syste- 
matisch unter der klassisch erwarteten Anzahl lag. 
Experimente nach andersartigen Methoden konnten die bisher 
referierten mehr qualitativen Resultate bestätigen und erweitern: 
So fand Henderson?), welcher mit einer Ionisations- 
kammer die gesamte (elastische und unelastische) Streuung von 
etwa 300 kV schnellen Elektronen an Gasen im festen Winkel- 
bereich zwischen 9 und 30° untersuchte, daß die Häufigkeit 
der Streuungen um so mehr über der klassischen Erwartung 
liegt, je leichter das streuende Atom. Obwohl Henderson 
keine Trennung von elastischen und unelastischen Stößen 
durchführt, so berechtigen seine Beobachtungen doch wohl zu 
dem Schluß, daß die unerwartet große Häufigkeit der beob- 
achteten Streuung auf Konto eines Überschusses der un- 
elastischen Stöße über die klassische Erwartung zu buchen ist. 
Die Häufigkeit der unelastischen Streuungen muß nämlich mit 
der Anzahl der Atomelektronen, d. h. mit der Ordnungszahl Z 
wachsen, während die elastische Streuung mit Z? zunimmt.') 
Eine Trennung der elastischen von der unelastischen Streuung 
ist, abgesehen von den Nebelkammerversuchen, noch in ver- 
schiedenen anderen Arbeiten durchgeführt worden. Geiger 
und Bothe®), welche die Winkelverteilung der von einer Gold- 
folie gestreuten Elektronen mit Hilfe der Schwärzung einer 
__ photographischen Platte untersuchten, fanden, daß diese Winkel- 
verteilung ungefä'- dem Rutherfordschen Gesetz entsprach, 
- wenn sie die Platte mit einer dünnen Folie zudeckten. Durch 
diesen Kunstgriff konnten sie die langsameren und infolge- 
dessen stärker absorbierbaren unelastisch gestreuten Elektronen 
\ von den elastisch gestreuten trennen. Über die Winkelverteilung 
der unelastischen Stöße werden in dieser Arbeit keinerlei Aus- 


. sagen gemacht. Klemperer®) untersuchte bei 18 kV Primär- 
geschwindigkeit die Streuung an dünnen Folien mit dem 


Geigerschen Spitzenzähler und konnte mit Hilfe eines ver- 


x: 1) E J. Williams, Proc. Roy. Soc. 128. 8.459. 190. 
2) M.C. Henderson, Phil. Mag. 8. S. 847. 1929. ; er 
83) Vgl. Ann. I, Gl. (4). en 2 
4) H. Geiger u. W. Bothe, Phys. Ztschr. 22. S. 585. 
auch W. Bothe im Handb. d. Phys., Bd. 24. 1927. 
5) O. Klemperer, Ann. d. Phys. [5] 3. S. 849. 1929. 
WETTE: 
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änderlichen elektrostatischen Querfeldes die Trennung von 
elastischen und unelastischen Stößen ausführen; die in dieser 
Arbeit gefundene Häufigkeit der unelastischen Stöße ist merk- 
lich geringer, als man nach der klassischen Theorie erwartet. 
Die Resultate müssen jedoch aus noch später zu erwähnenden 
Gründen als nur qualitativ bezeichnet werden. 

Ebenfalls qualitative Resultate brachte eine Arbeit von 
Renninger!), welcher die Streuung von 2 kV schnellen Elek- 
tronen in Gasen mit Hilfe ringförmiger Faradaykäfige in ver- 
schiedenen Ablenkungen untersuchte. Mit Hilfe elektrostatischer 
Gegenfelder konnte hierbei die Geschwindigkeitsanalyse der ge- 
streuten Elektronen ausgeführt werden, wobei die Trennung 
elastischer und unelastischer Stöße in mehreren Fällen gelang. 
Auch nach diesen Versuchen wird die Häufigkeit der unelastischen 
Stöße unerwartet klein gefunden; die Geschwindigkeit der un- 
elastischen Stöße im gegebenen Ablenkungswinkel scheint — 
nach dem Verlauf der Kurven zu urteilen — ziemlich inhomogen 
zu sein. Die Hauptschwierigkeit bei der Beurteilung der Resul- 
tate dieser Arbeit ist wohl der störende Einfluß positiver Ionen, 
welche durch die Wirkung der den Gasraum durchfliegenden 
Elektronen entstehen, und welche trotz der angewandten Vor- 
sichtsmaßregeln in großer Anzahl in den Faradaykäfig gelangen. 

Eine elektrometrische Untersuchung der Streuung von 50 
bis 150 kV schnellen Elektronen an Folien wurde von Neher?) 
ausgeführt. Die unelastischen Stöße wurden von den elastischen 
— wie bei Geiger und Bothe — durch Vorschalten einer 
absorbierenden Folie getrennt. Im Winkelbereich 95—173° 
konnte für die elastischen Stöße Gültigkeit der Rutherfordschen 


Winkelverteilung A nachgewiesen werden. Unerwar- 
sin! 

teterweise werden in diesen Ablenkungswinkeln aber auch zahl- 
reiche unelastisch (rückwärts) gestreute Elektronen gefunden, 
deren Winkelverteilung dem Kosinusgesetz (cos +) entspricht. 
Zweifellos handelt es sich aber hier bei den zur Dicke der 
Folie (6000 ÄE, Al) relativ langsamen Elektronen (inhomogene 
Geschwindigkeiten zwischen 2 und 55 kV) um Vielfachstreuung, 
so daß die erhaltenen Resultate über den ElementarprozeB des 
unelastischen Stoßes leider keinerlei Auskunft geben. 

Alle bisher referierten Arbeiten geben ein widerspruchs- 
loses, wenn auch noch ungenaues Bild des unelastischen Streu- 
vorgangs: Es läßt sich qualitativ sagen, daß der aus Energie 

1) M. Renninger, Ann. d. rg [5] 9. S. 295; 10. S. 111. 1931. 
2) V. H. Neher, Phys. Rev. ‘1931. 
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und Impulssatz für den Zusammenstoß zweier Elektronen ge- 
folgerte Zusammenhang Gl. (1) zwischen Ablenkungswinkel und 
Geschwindigkeit sicher nicht immer erfüllt ist; ferner, daß die 
Häufigkeit der unelastischen Stöße bei Elektronengeschwindig- 
keiten größer als 100 kV die klassischen Erwartungen wahr- 
scheinlich übertrifft!) und bei Geschwindigkeiten kleiner als 
25 kV hinter der klassischen Erwartung wahrscheinlich zurück- 
bleibt. Es wird nun von Interesse sein, durch exakte Ver- 
suche in Erfahrung zu bringen, welcher Art die Abweichungen von 
Gl. (1) sind, wie groß die Häufigkeit der unelastischen Stöße ist, 
und wie ihre bisher noch unbekannte Winkelverteilung aussieht, 

ber derartige Versuche wird im folgenden berichtet werden. 


§ 3. Apparaturbeschreibung 
Die hauptsächlichen Teile der Apparatur sind bereits 
früher?) ausführlich beschrieben worden, es sollen hier nur 


Fig. 1. Messung von Winkelverteilung und Geschwindigkeitsverteilung 
gestreuter Elektronen 


einige wesentliche Veränderungen und Verbesserungen mit- 
geteilt werden. In Fig. 1 sieht man im Grundriß gezeichnet 


1) Anm. bei der Korrektur: Inzwischen erschien eine Untersuchung 
mit der Nebelkammer über die unelastische Streuung von 400—1100 kV 
schnellen #-Strahlen: F. C.Champion, Proc. Roy. Soc. 137. S. 688. 
1932. Im Gegensatz zu den Ergebnissen der älteren Arbeiten wird dort 
festgestellt, daß die Häufigkeit der unelastischen StéBe geringer ist als 
es die klassische Theorie voraussagt, und daß ihre Winkelverteilung | 
durch eine quantenmechanische Formel (vgl. unsere Gl. (3) in $ 7) gut 
dargestellt wird. 


2) Ann. I, S. 856. 
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den — schon in Ann. I: Fig. 3 im Querschnitt abgebildeten — 
evakuierten Messingtopf, in welchem sich um die Zerstreuungs- 
folie Fo schwenkbar der Spitzenzähler Z, befindet. Links vom 
Topf sieht man die ebenfalls schon beschriebene (Ann. I: Fig. 2) 
Lochkammer LK, welche zur Dosierung des Primärstrahls dient. 
Die übrigen Teile der Apparatur sind neu angefertigt und 
wurden bisher noch nicht besprochen. 

Die Elektronen gingen von einem Kathodenkopf K aus, 
welcher durch Umarbeitung einer Philips-Röntgenröhren-Kathode 
hergestellt war. Die Kathode bestand aus Stahl und wurde 
unter Verwendung einer Gummidichtung am Ende des — im 
Mittelstück aus Glas bestehenden — Rohres R festgeschraubt. 
In der Kathode befand sich eine Glühelektronen emittierende 
Wolframflachspirale, unmittelbar vor dieser war ein Drahtnetz 
ausgespannt, welches den vorn durch einen Wulst verbreiterten 
Kathodenkopf abschloß. In 5mm Abstand von diesem Draht- 
netz befand sich die durch den Wasserstrom W—W gekühlte 
Antikathode A. Diese wurde geerdet, 
einer hohen negativen Gleichspannung!) (45 kV). Die im 
Inneren der Kathode sich ausbildende Elektronenwolke wird 
von dem Feld, welches durch das Drahtnetz durchgreift, nach 
außen gerissen und gegen die Anode beschleunigt. Von großer 
Wichtigkeit ist eine möglichst weitgehende Homogenität des 
Feldes zwischen Kathode und Anode, weil sonst die durch die 
Anodenblende S, hindurchtretenden Elektronen nicht genügend 
parallel laufen, um auf der außerordentlichen Strahllänge von 
fast 1m als schmales paralleles Bündel zusammenbleiben zu 
können. Die Blende S, war mit sehr engmaschigem Drahtnetz 
überspannt, so daß sie, ohne die Homogenität des Feldes zu 
gefährden, fast 2 mm groß gewählt werden konnte. Die Elek- 
tronen durchliefen dann den biegsamen Tombakschlauch T und 
traten durch Blende S, (= 0,6 mm Durchmesser) in das Magnet- 
feld M, ein. Dieses wurde durch einen kreisförmigen Ring- 
magneten erzeugt, welcher aus 5 cm dicker Weicheisenwalze 
mit einem inneren Durchmesser von 12 cm geschmiedet war. 
Der Ring war geschlossen bis auf einen 11 mm hohen Schlitz; 
in der Nähe der diesen Schlitz begrenzenden Pole befanden sich 


je 400 Windungen Cu-Draht von 0,6 mm Durchmesser auf jedem 


der beiden Schenkel. Im Schlitz des Ringmagneten befand 
sich die in der Fig. 1 sichtbare Magnetkammer. Diese bestand 
aus zwei 3,5 mm starken kreisförmigen Weicheisenscheiben von 
dem Durchmesser, die in 4mm Abstand voneinander in einen 


die Kathode war auf 
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Messingring eingelötet waren. Der Messingring trug 2 Messing- 
röhren, auf denen die beiden Glasfenster F, und F, aufgekittet 
waren, ferner trug er 2 Weicheisenröhren von 4 cm Länge, 
durch welche der Elektronenstrahl in das Magnetfeld ein- und 
austrat. Durch das Magnetfeld wurde der Elektronenstrahl 
einerseits homogenisiert, andererseits konnte seine Geschwindig- 
keit gemessen werden. Nach einer Ablenkung von 60° lief der 
homogene Strahl durch das biegsame Tombakrohr T und 
weiter durch 2 parallele Blendenschlitze S,;’ und S, von den 
Dimensionen 0,3x 3mm, die in ihrer Längsausdehnung senk- 
recht zur Zeichenebene der Figur gerichtet waren. Alle Blenden 
waren aus ?/ „mm starkem Al-Blech hergestellt. Der Strahl 
trat weiter durch die kreisförmige Blende S, = 3mm in die 
Lochkammer LK, dann durch das 0,3 mm feine Loch in deren 
Boden und schließlich durch die Blenden S, = 0,4 und S,=1mm 
in den Topf ein. An der Folie Fo wurde der Strahl in alle 
Richtungen zerstreut. Im Ablenkungswinkel 45° wurde durch 
die Blende S, — einem Spalt von 1mm Breite — ein Bündel 
von den gestreuten Strahlen ausgesondert, welches durch den 
biegsamen Tombakschlauch T in die Magnetkammer M, ein- 
tritt. Diese, sowie der das Feld erzeugende Magnet, sind von 
der gleichen Bauart, wie oben bei M, beschrieben wurde. Mit 
Hilfe des Magnetfeldes konnte bei geeigneter Wahl der Feld- 
stärke jede Strahlgeschwindigkeit durch ein Eisenrohr in die 
Blende S, = 1mm Durchmesser und somit in den SpitzenzählerZ, 
hineingelenkt werden. Z, war durch einen Kasten aus Draht- 
netz D elektrisch geschützt. Z, war ebenso wie der im Topf be- 
findliche Zähler Z, durch ein "1000 AE dickes Zelluloidfenster 
gegen das Hochvakuum der Anordnung abgeschlossen und 
wurde ebenso wie Z, zum Betrieb mit getrockneter Luft von 
10cm Hg-Druck gefüllt. Die Gehäuse beider Zähler waren 
über eine Verstärkeranordnung an ein automatisches Addier- 
werk (Adw) angeschlossen, während ihre Spitzen über eine 
Wippe nacheinander mit einer negativen Spannung von etwa 
700 Volt verbunden werden konnten. Der Gesamtweg eines 
Elektrons von der Glühkathode K bis zum Spitzenzähler Z, 
betrug 88 cm, und zwar war der Abstand von K bis zur Mitte 
von M, = 16cm, von dort bis zur Fo waren 40 cm Weg, von 
dort bis zur Mitte von M, = 27 cm, und schließlich von 
dort bis zum Eintrittsfenster des Zählers Z, waren 6cm Weg. 
Diese großen Abstände wurden gewählt, damit die Elektronen- 
streuung an der Folie möglichst ungestört von den Streufeldern 
der verschiedenen Magnetspulen sein sollte. Die Rohre, in 
denen die Elektronen in der . der Magnete verliefen, 
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sing. waren entweder aus Weicheisen hergestellt, oder, soweit sie 
ittet aus Griinden der Justierbarkeit aus beweglichem Tombak- 
nge, schlauch bestanden, waren sie mit den weiten Weicheisen- 
und rohren ER umgeben. Zur Erhöhung der Strahlintensität wurde 
rahl in einigen Versuchen von einer Konzentrierungsspule Ko Ge- 
dig- brauch gemacht. Diese Spule war direkt hinter der Anode A 
der aufgestellt, sie bestand aus rund 4000 Windungen von 0,6 mm 
und Cu-Draht ‘und wurde zweckmäßig von 0,6 Amp. durchflossen. 
den Sie erzeugte dann ein kurzes inhomogenes longitudinales Magnet- 
nk. feld, welches nach Rogowski’), Busch?) und anderen ähn- 
den liche Wirkung auf Elektronenstrahlen wie eine Konvexlinse 
rahl auf Lichtstrahlen hat. Durch diese Spule gelang es, seitlich 
die divergierende Elektronen in den Strahlengang zu konzentrieren, 
ren so daß z. B. die in den Faradaykäfig gelangende Strahlinten- 
mm sität bei unveränderter Blendenanordnung durch Anwendung 
alle der Spule verhundertfacht werden konnte. Gegen das Feld 
rch der Konzentrationsspule wurde die iibrige Apparatur durch 
del eine Anzahl von 2mm starken Weicheisen-Panzerplatten 
den Pa—Pa... von 90 x 30cm Fläche geschützt. Die ganze 
Apparatur wurde durch die drei Pumpansätze Pu—Pu... mit 
von Hilfe zweier Diffusionsstahlpumpen auf ein Hochvakuum von _ 
Mit 10-*mm Hg ausgepumpt. 
1d- 
die $4. Justierung der Apparatur; Magnetfeldereichung; a 3 5 
Zählerökonomie 
ht- Zur Erzielung sauberer Resultate mußte die Apparatur in 
be- besonderer Weise justiert werden, worauf hier kurz eingegangen : 
ter werden soll. Zur geometrischen Justierung konnte einfach  __ 
ind durch die den Topf oben abschlieBende Glasplatte Licht ein- a, . 
on gestrahlt werden, dann wurden Topf bzw. Magnet M, solange ; 
en verrückt, bis man durch das Fenster F, (vgl. Fig. 1) das am : 
er feinen Loch im Boden der Lochkammer LK gebeugte Licht i 
ne mit maximaler Helligkeit leuchten sah. Topf und Magnet 
wa wurden durch Fußschrauben gegeneinander bewegt; der schwere 
1es Topf enthielt eine besondere Bewegungsmöglichkeit, indem er auf 
Z, 3 kleinen Stahlkugeln gelagert war. Mit Hilfe von vielen Stell- 
tte schrauben wurde dann das Kathodenstrahlrohr gerichtet, bis 
on man durch das Fenster F, die Glühkathode zentrisch hindurch- | 
on leuchten sah. Schließlich wurde der 2. Magnet M, so ein- 
TA gestellt, daß man durch das Fenster F, die ins Zentrum des 
n- mn one geschwenkte Folie Fo zentral anvisierte. 
m 
in 


1) W.Rogowski u. W. Grésser, Arch. f. Elektrot. 15. S. 381. 1925. 
2) f. Elektrot. 18. S. 583. 1927. 
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Nach dieser optischen Justierung wurde Hochspannung 
an die Kathode gelegt. Ohne Einschaltung des Magnetfeldes 
bei M, bildete sich der Kathodenstrahl als leuchtend grüner 
Fleck auf dem Fenster F, ab, denn dieses war ganz dünn 
mit Sidotscher Blende bestäubt. Das Kathodenrohr wurde 
nun noch weiter so justiert, daß der Kathodenstrahl auf F 
zentral und mit möglichster Intensität auffiel. Dann wurde 
das Magnetfeld M, eingeschaltet, und man konnte jetzt durch 
das Fenster F, die von Kathodenstrahlen getroffene Blende 8, 
aufleuchten sehen, da sie — mit Ausnahme der unmittelbaren 
Umgebung des Spaltes selbst — ebenfalls durch Belegung mit 
Sidotscher Blende als Fluoreszenzschirm hergerichtet war. 
Durch Kippen des Magneten konnte, ohne daß seine Höhe 
verändert wurde, die Höhe des Auftreffpunktes der Kathoden- 
strahlen auf S,’ justiert werden. Schließlich konnte der Strah- 
lengang durch den ebenfalls fluoreszierend gemachten Träger der 
Folie Fo kontrolliert werden. Der zentrale Lauf des Strahlen- 
gangs in diesem Teil der Apparatur wurde durch ein kleines 
2 cm langes Richtmagnetstäbchen, welches in der Nähe von 8, 
von außen an die Apparatur herangebracht wurde, korrigiert. 

Am schwierigsten war schließlich im Bedarfsfalle die 
Justierung der Konzentrationsspule Ko, sie wurde rein empi- 
risch in allen drei möglichen Dimensionen durch eine Reihe 
von Stellschrauben verrückt und gedreht, bis die Intensität 
des Strahls genügend gesteigert war. 

Die Eichung der Magnetfelder M, und M, wurde mit 
Hilfe des Kathodenstrahls selbst ausgeführt. Hierzu wurde 
die Spannung zwischen Kathode und Anode mit dem früher 
beschriebenen !) Hochspannungsvoltmeter bestimmt und der die 
Magnetspulen durchfließende Strom so eingestellt, daß eine 
maximale Strahlintensität die Blenden passieren konnte. 
Während auf die Eichung von M, kein gesteigerter Wert ge- 
legt wurde, mußte das Feld von M, möglichst genau bekannt 
sein. Um von der Hysteresis unabhängig zu sein, wurde der 
Ringmagnet vor jeder Neueinstellung der Spulenstromstärke 
zunächst entmagnetisiert, indem durch ihn ein 50 periodischer 
Wechselstrom von etwa !/, Amp. hindurchgeschickt und 
durch allmähliches Zuschalten von Widerstand langsam auf 
1 mA abgeschwächt und dann ausgeschaltet wurde. Auf 
die Folie Fo wurde dann ein kräftiger Elektronenstrahl ge- 
schossen, dessen Voltgeschwindigkeit durch die Messung der 


1) Ann. I, S. 860; vgl. auch O. Klemperer, Phys. Ztschr. 28. 
8. 673. 1927. 
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Kathodenspannung bekannt war. Bei den von der Folie ge- 
streuten Elektronen entspricht — nach später noch ausein- 
andergesetzten Gründen — das Hauptmaximum der Geschwin- 
digkeitsverteilung — der Geschwindigkeit des auf die Folie 
auftrefienden Primirstrahls. Die Spulenstromstärke von M, 
wird also solange gesteigert, bis die im Zähler Z, gezählte 
Teilchenzahl ein Maximum erreicht, und ergibt dann ein Maß 
für die in den Zähler gelangende aus dem Ausschlag des 
Hochspannungsvoltmeters bekannte Elektronengeschwindigkeit. 
Es ergab sich empirisch aus einer Reihe solcher Bestimmungen 
zwischen 15 und 45 kV mit etwa 2°/, Genauigkeit in der 
Spulenstromstärke die lineare Beziehung: 


(2) VKV = 36,4 J (5) — 1,80, 


(2 
wo VkV die Quadratwurzel der Elektronenenergie, gemessen 
in Kilovolt und J($) die Spulenstromstärke, gemessen in 
Ampere, bedeutet. Messungen mit Probespule und ballistischem 
Galvanometer konnten diese Beziehung bestätigen. 

Um bei einer gegebenen Elektronengeschwindigkeit aus 
der Anzahl der Stromstöße im Spitzenzähler auf die in den 
Zähler eintretende Elektronenmenge schließen zu können, mußte 
die Ökonomie des Zählers als Funktion der Elektronenge- 
schwindigkeit bestimmt werden. Versuche dieser Art bis zu 
18kV Elektronengeschwindigkeit sind bereits früher!) be- 
beschrieben worden; sie wurden jetzt bei höheren Elektronen- 
geschwindigkeiten fortgesetzt. Es mögen zunächst aber einige 
Überlegungen mitgeteilt werden, welche die Verschiedenheit 
der Zählerökonomie bei verschiedenen Elektronengeschwindig- 
keiten verständlich machen, und welche uns später eine Extra- 
polation unserer Meßdaten gestatten werden. Die Okonomie 
kann prinzipiell von folgenden Ursachen abhängen: 1. von der 
Reichweite der verwendeten Elektronen in der Luftfüllung des 
Zählers (hierbei ist offenbar auch die bremsende Wirkung der 
VerschluBfolie zu berücksichtigen), 2. vom Lonisierungsvermégen 
bei der betreffenden Elektronengeschwindigkeit, 3. von der Streu- 
ung der Elektronen in der Verschlußfolie des Zählers — in- 
folge der dort stets stattfindenden Einzel- oder sogar Viel- 
fachstreuung der Elektronen wird nur ein gewisser Anteil der 
in das Zählerfenster eintretenden Elektronen in den wirksamen 
Raum des Zählers eintreten können. Um die ersten zwei 
Punkte übersehen zu können, sei hier eine Übersicht über 
die Reichweiten der Elektronen in Luft von 100 mm Hg-Druck 
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und über die Ionisierungszahlen bei eben diesem Druck für 
die in Betracht kommenden Elektronengeschwindigkeiten an- 
gegeben }): 
Tabelle 1 
Reichweite R in mm und Ionisierungszahl s pro mm 
von 1—45 kV Elektronen in Luft von 10 em Hg Druck 


kV 1 3 5 10 15 20 30 45 
R 0,6 1,6 5,4 15 30 53 120 270 
8 32,8 27,0 22,5 13,5 8,4 5,7 42 , 39 


Die Verschlußfolie des Zählers bestand stets aus Zelluloid 
von etwa 1000 ÄE entsprechend einem Luftäquivalent von 
etwa 1 mm bei 10 cm Hg Druck. Der Abstand des Zähler- 
kügelchens von der Stirnwand betrug 5 mm. Die übrigen 
Dimensionen des Zählers entsprachen vollständig den früheren 
Angaben mit Ausnahme des Kügelchendurchmessers, der jetzt 
zu 0,15 mm gewählt wurde. Die Betriebsspannung des Zählers 
wurde jetzt, ohne daß das Eintreten einer Sättigung der Teil- 
chenzahl mit der Zählerspannung berücksichtigt wurde, stets 
genau 50 Volt über der Einsatzspannung eingestellt. Man be- 
merkt beim Betrachten der Tab. 1, daß Elektronenstrahlen 
unter 2kV Geschwindigkeit das Zählerfenster nicht durch- 
queren können. Erst oberhalb 3 kV reichen die Elektronen 
so weit durch dieses Fenster hindurch, daß sie gegebenenfalls 
eine genügende Ionenmenge im wirksamen Raum des Zählers 
produzieren, um diesen sicher zum Ansprechen zu bringen. 
Nach früheren Befunden ?) sind bei negativ elektrischem Zähler- 
kügelchen hierfür etwa 10 Ionen notwendig. u 

Nach dem experimentellen Befund steigt die Ökonomie 
zwischen 3 und 5 kV Elektronengeschwindigkeit rapid an, was 
offenbar nur dadurch zu erklären ist, daß in diesem Bereich 
die Streuabsorption in der Folie sehr stark abnimmt. Bei 
weiterer Steigerung der in den Zähler eintretenden Elektronen- 
geschwindigkeit bis 35kV stieg die an verschiedenen Zähler- 
exemplaren untersuchte Okonomie um höchstens noch 10 °/,.°) 


1) Vgl. z.B. E. Buchmann, Ann. d. Phys. 87. S. 509. 1928; A. 
Eisl, Ann. d. Phys. [5] 3. S. 277. 1929, 

2) Vgl. z.B. O. Klemperer, Ztschr. f. Phys. 51. S. 341. 1928. 

3) Bei der Zusammensetzung des Zählers ist zweckmäßig darauf 
zu achten, daß das Zelluloidfenster so auf die Zählerstirn aufgekittet 
wird, daß stets eine breite Zone um den Rand der Zähleröffnung von 
Kitt freibleibt. Benetzt der Kitt — manchmal unsichtbar — nur an 
wenigen Stellen den Rand, so tritt dort leicht Vielfachsteuerung auf. 
Als Folge davon resultiert eine Ökonomie, wie sie in Ann. I. S. 861 
mitgeteilt wurde, welche bei wachsender Elektronengeschwindigkeit 
immer weiter ansteigt. air 
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Die Ökonomie wurde hierbei wieder!) in einer besonderen 
Apparatur untersucht, in welcher dem Zähler eine ultraviolett 
belichtete, Photoelektronen emittierende Zinkplatte gegenüber- 
stand; die Elektronen wurden durch eine zwischen Zähler 
und Zinkplatte angelegte Spannung beschleunigt. Leider trat 
hier bei den höheren Beschleunigungsspannungen der von 
Hornbostel?) und Bauer?) erwähnte Störeffekt in solcher 
Stärke ein, daß die Zählung der Elektronen unmöglich wurde. 
Die Okonomiemessungen reichten deshalb und infolge der Di- 
mensionen einer gegebenen Apparatur in den günstigsten Fällen 
nur bis 35 kV. Wir dürfen aber wohl ohne Bedenken extra- 
polieren, daß auch bis 45 kV die Ökonomie des Zählers 
unverändert bleibt, denn einerseits ändert sich in diesem Ge- 
biet die Streuabsorption der Elektronen in der Zahlerfolie 
sicher nicht stärker als im Gebiet zwischen 25 und 35 kV, 
andererseits ist nach Tab. 1 das Ionisierungsvermégen des 
45-kV-Elektrons auf der 5-mm-Strecke Stirnwand—Kügelchen 
noch genügend groß, um ein Ansprechen des Zählers zu 
garantieren. Weiter sprechen Versuche von Riehl‘) für eine 
solche Erwartung. Bei diesen Versuchen wurde nämlich Un- 
abhängigkeit der Zählerökonomie bei Luftdrucken von 7 bis 
107 mm Hg für die inhomogene #-Strahlung das Radium D 
(30 bis 46 kV-Elektronen) festgestellt. 


§ 5. Meßmethode und Prüfung der Apparatur 
auf ihre Brauchbarkeit 

Die im folgenden angegebenen Resultate beziehen sich 
einerseits auf die W inkelverteilung, andererseits auf die Ge- 
schwindigkeitsverteilung der gestreuten Elektronen. Die Mes- 
sung der Winkelverteilung ‘wurde so ausgeführt, daß der 
Zähler Z, in Fig. 1 um die Zerstreuungsfolie Fo herumge- 
schwenkt wurde; die Methode ist bereits früher’) beschrieben 
worden. Es trat jedoch in der hier benutzten neuen Meb- 
anordnung eine neue Schwierigkeit auf: Durch die magnetische 
Geschwindigkeitshomogenisierung in M, änderte sich der geo- 
metrische Lauf des Strahls bei jeder kleinen Geschwindigkeits- 
änderung. Geschwindigkeitsänderungen der Elektronen konnten 
aber leicht durch Spannungsschwankungen hervorgerufen werden, 
die sich einerseits bei Schwankungen im Primärstrom des 


1) Vgl. Ann. I. S. 861. 
2) J. Hornbostel, Ann. d. Phys. [5] 5. S. 991. 1930. 
3) H. Bauer, Ztschr. f. Phys. 71. S. 532. 1931. * 
4) N. Riehl, Ztschr. f. Phys. 46. S. 478. 1928. 
5) Ann. I, S. 865. 
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Transformators, andererseits bei jeder Änderung des Emissions- 
stromes der Glühkathode bemerkbar machten. Durch geo- 
metrische Verrückungen des Strahls mußte aber jede genauere 
Dosierung des Primärstrahls mit Hilfe der Lochkammer illu- 
sorisch werden. Es wurden nun besondere Messungen ange- 
stellt, um die Aufladung der Lochkammer LK (Quadrant- 
elektrometer )) und des Faradaykäfigs Fa (Fadenelektrometer 
Fd) bei variierter Primärintensität in verschiedenen Anord- 
nungen zu vergleichen. Solche Messungen zeigten, daß durch 
Einsetzen des Doppelspaltes S,—S,’ die Störung bedeutend 
gebessert, aber nicht ganz behoben werden konnte. Die Un- 
sicherheit in der Dosierung war doch noch so groß, daß gegen 
sie alle anderen Fehlerquellen zuriicktraten. Es half schließ- 
lich nur die Entwicklung einer äußerst konstant brennenden 
Raumladungskathode, wie sie in $ 3 beschrieben wurde. Diese 
ermöglichte dann bei einer Emissionsstromstärke bis zu !/, mA, 
daß der Kathodenstrahl bei bestem Vakuum auf einer auf 
wenige Prozent konstanten Intensität in Zeiträumen von mehr 
als einer Stunde erhalten werden konnte. Die Konstanz der 
Hochspannung konnte mit Hilfe des oben erwähnten Hoch- 
spannungsvoltmeters auf 1 °/,, genau ohne weiteres überwacht 
werden. Sie wurde mit Hilfe von mehreren Eisen—W asserstofi- 
röhren und durch evtl. nötiges Nachregulieren von Wider- 
ständen mit der Hand auf 3 °/,, während dieser Zeiträume 
konstant gehalten.) Die Lochkammer diente während der 
Messung jetzt nur noch zur Kontrolle der Konstanz der In- 
tensität. Als weitere Fehlerquelle war wieder?) zu beachten 
die Streuung der Elektronen am Rand des Folienhalters: des- 
halb wurden die Messungen an Metallfolien durch Parallel- 
messungen am leeren Folienhalter korrigiert. Für die Zellu- 
loidfolien war diese Korrektion nicht nötig, offenbar weil diese 
mit einem Durchmesser von 6 mm über den Rahmen des 
Folienhalters ausgespannt waren, während die weniger wider- 
standsfähigen Metallfolien nur über Durchmesser von 1,5 bis 
2 mm ausgespannt wurden. 

Bei der Auswahl der Zerstreuungsfolien mußte in be- 
sonderer Weise dafür Sorge getragen werden, daß diese ge- 
nügend dünn waren. Zur Festlegung einer orientierenden 
oberen Grenze für die Foliendicke genügte nach neuerdings 


> 


= 


1) Die früher (Ann. I S. 861) beobachteten langsamen periodischen 
Schwankungen der Hochspannung von 1°, wurden durch Austausch 
des bisher verwandten ebenen Kondensators (Jaroslaw) gegen einen 
Zylinderkondensator (Meirowsky) völlig beseitigt. 

2) Ann.I S. 869. 
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gemachten Erfahrungen durchaus nicht mehr ein solcher An- 
satz des Wentzelschen Kriteriums wie früher in Ann. I § 6, 
nämlich in der Weise, daß für die Elektronengeschwindigkeit 
die Primärgeschwindigkeit eingesetzt werden konnte. Vielmehr 
mußte für die Elektronengeschwindigkeit die hier in § 2 Gl. (1) 
notierte Geschwindigkeit des unelastisch gestreuten Elektrons 
eingesetzt werden. Daraus ergibt sich aber, daß die zu for- 
dernde obere Grenze für die Foliendicke nur zunächst mit 
wachsendem Ablenkungswinkel abnimmt. Denn bei weiter 
wachsendem Ablenkungswinkel läßt sich in keiner Weise ein 
Gebiet der Vielfachstreuung umgehen, da ja bei Annäherung 
an den Winkel 90° die Elektronengeschwindigkeiten gegen 
Null herabsinken. Bei der praktischen Durchführung der 
Messungen ist jedoch dieses kritische Gebiet bei Verwendung 
genügend dünner Streuungsfolien automatisch ausgeschaltet, 
denn die vielfachgestreuten langsamen Elektronen werden ja 
nicht mitgezählt, weil die Ökonomie des Spitzenzählers für 
Elektronen unterhalb 5 kV sehr stark abnimmt. Es kann 
deshalb hier bei Messungen der Winkelverteilung als obere 
Grenze eine Foliendicke definiert werden, welche bei allen 
beliebigen Primärgeschwindigkeiten durch das für etwa 5 kV 
anzusetzende Wentzelsche Kriterium gegeben ist. Als einen 
Beweis für das Vorhandensein einer Streuung am Einzelatom 
kann man die Identität der Versuchsergebnisse bei 2 ver- 
schiedenen Foliendicken ansehen. 

Die benützten Zelluloidfolien wurden genau so, wie in 
Ann. I beschrieben, hergestellt und ausgemessen. Die Metall- 
folien wurden in dieser Arbeit neuerdings nach dem Verfahren 
von Thomson!) hergestellt, und zwar Beryllium und Aluminium 
durch Aufdampfen, Nickel durch Kathodenzerstäubung auf ein 
Zelluloseacetathäutchen, welches nachher in Aceton weggelöst 
wurde. Als besonders unangenehm machte sich bei der Her- 
stellung der Be-Folien durch Verdampfung ein sehr starkes 
Legieren des Berylliummetalls mit dem Wolfram der Wanne 
bemerkbar, in der das Be erhitzt wurde. Wahrscheinlich 
wurden bei der hohen Verdampfungstemperatur von den ver- 
dampfenden Be-Atomen auch einige W-Atome mitgerissen. 
Verschiedene Versuche, Be-Folien durch Kathodenzerstäubung 
oder durch Verdampfen aus Tonröhrchen zu erhalten, hatten 
keinen Erfolg. Die Dickenvergleichung einzelner Folien des- 
selben Metalls geschah durch Ausmessung ihrer Lichtundurch- 
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Licht mit Hilfe eines König-Martensschen Spektralphoto- 
meters. Die gemessene „Schwärzung“ (d. h. lg! (einfallende 
durchgegangene Lichtintensität) war bei Nickel und Beryllium 
einigermaßen farbenunabhängig, beim Aluminium dagegen war 
am blauen Ende des Spektrums die Schwärzung etwa 40%, 
geringer als beim roten Licht. Durch Schwärzungsmessungen 
bei einer bestimmten Farbe konnten also leicht aus dem her- 
gestellten Folienvorrat je zwei Exemplare ausgewählt werden, 
die sich in ihrer Dicke genügend unterschieden. Die zu Streuungs- 
messungen verwendeten Folien zeigten im Lichte A ~ 5000 AE 
folgende Schwärzungswerte: Beryllium 1,4 und 2; Aluminium 0,5 
und 0,8; Nickel 0,29 und 0,5. 

Die früher') erwähnte Störung der Untersuchungen durch 
Elektronen, die an den Wandungen des Topfes reflektiert waren, 
konnte wieder durch Einfangen des Primärstrahls im Faraday- 
käfig Fa beseitigt werden. Um bei der Vermeidung dieser Störung 
ganz sicher zu sein, wurde noch folgender Kontrollversuch ge- 
macht: Es wurde (auf dem in Fig. 3 in Ann. I, 8. 858 sicht- 
baren inneren Schliffs S,) ein Schwenkarm mit Faradaykäfig 
aufmontiert, welcher direkt hinter die Folie geschwenkt werden 
konnte, während der Zähler in den Ablenkungswinkeln 120 oder 
150° stand. Es wurde dann die in den Zähler eintretende 
Elektronenmenge mit und ohne diesen Faradaykäfig gezählt. 
Es wurde in beiden Fällen kein Unterschied gefunden. Da- 
durch war bewiesen, daß die wesentliche Intensität der durch 
die Folie hindurchgegangenen Elektronen von der Öffnung des 
festen Faradaykäfigs Fa aufgenommen wurde, und sich nicht 
etwa durch die streuende Wirkung der Folie soweit aus- 
breitete, daß sie an der Hinterwand des Topfes reflektiert 
werden konnte. 

Weiter wurde durch Drehung der Folie Fo um ihre Achse 
geprüft, ob ein Einfluß der Größe des Austrittswinkels der ge- 
streuten Elektronen aus der Folie auf die Winkelverteilung 
von Einfluß wäre. Es zeigte sich kein solcher Einfluß, solange 
der Austrittswinkel [4< (Elektronenrichtung; Lot auf der 
Folie)] nicht größer als etwa 50° war. 

Schließlich mußte noch folgende Fehlermöglichkeit unter- 
sucht werden: Nämlich, daß freie Atome des Dampfresiduums 
die von der Folie gestreuten Elektronen auf ihrem Wege zum 
Zähler ein wenig aus ihrer Richtung ablenken könnten und 
so eine Verwaschung der gemessenen Winkelverteilung ver- 


ursachten. Offenbar bestand solche Fehlermöglichkeit nicht | 


1) Ann. I, S. S68. 
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wegen des relativ hohen Vakuums und wegen der ‘auf den 
Zähler aufgesetzten Blende S,, durch welche die Strahlrichtung 
auf den Brennfleck der Kathodenstrahlen in der Folie einiger- 
maßen gut definiert wurde. Außerdem aber konnte gezeigt 
werden, daß der Zähler keine Ausschläge registrierte, wenn er 
bis zum kleinsten Ablenkungswinkel (# gegen 10°) ohne Be- 
nutzung einer Zerstreuungsfolie dem Primärstrahl genähert 
wurde. Die Stromdichte im Primärstrahl ist aber rund 10° mal 
größer als in der sonst zur Untersuchung kommenden ge- 
streuten Strahlung, ferner war der Weg, auf dem der Primär- 
strahl am Gasresiduum Ablenkungen erfahren konnte, von der 
vielfachen Länge der Wege der gestreuten Strahlen. 

Im folgenden soll nun die Messung der Energieverteilung 
der unter 45° gestreuten Elektronen diskutiert werden. Wie 
schon in $3 erwähnt ist, wurde die Analyse der Geschwindig- 
keiten durch Ablenkung im Magnetfeld M, ausgeführt. Die 
Konstanz der Primärintensität konnte bei diesen Messungen 
durch zeitweilige Prüfung der vom Zähler Z, registrierten Aus- 
schläge kontrolliert werden. Die bei der Geschwindigkeits- 
analyse zu überwindenden Schwierigkeiten bestanden einmal 
im Intensitätsmangel der gestreuten Elektronen und zweitens 
in den magnetischen Streufeldern. Dem Intensitätsmangel 
wurde begegnet durch Anwendung der Konzentrationsspule, 
ferner, soweit möglich, durch Wahl relativ dicker Zerstreuungs- 
folien und durch Verwendung nicht zu kleiner Blendenöffnungen 
bei S, und S,. Die Streuung der Magnetfelder wurde auf ein 
Minimum herabgedrückt durch geeignete Formgebung der 
eisernen Magneten, die noch übrigen Streufelder wurden aufs 
sorgfältigste abgeschirmt durch Eisenrohre und durch Eisen- 
panzerplatten. An allen Stellen, wo sich die Elektronen gradlinig 
ausbreiten sollten, wurde die Intensität der Streufelder in dop- 
pelter Weise geprüft: Durch Schwingungsdauer einer kleinen 
Magnetnadel und durch Probespule mit ballistischem Galvano- 
meter. Es ergab sich, daß die Stärke des Streufeldes in 2 cm 
Abstand vom Ende des Polschuhs noch 8°/, von der Stärke im 
Inneren der Magnetkammer erreichte, aber in 10 cm schon auf 
Bruchteile eines Prozentes abgeklungen war. Deshalb wurde 
der Strahl bis zu einem Abstand von 10 cm vom Ende des Pol- 
schuhs durch Umgeben mit Weicheisenrohr geschützt. Die 
stärksten im Magneten verwendeten Felder betrugen gegen 
200 Gauss. Es wurde durch Messung festgestellt, daß an allen 
Stellen, wo die Elektronen außerhalb der Eisenrohre liefen — 
also z. B. im Topf — die Feldstärke immer unter 1 Gauss lag, 
selbst wenn beide Magneten M, und M, sowie die Konzen- 
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~ trationsspule Ko mit den stärksten verwendeten Strömen ge. | vert 

speist wurden. Bei 1 Gauss ist für 45-KV-Elektronen der § Pri 

Kriimmungsradius etwa 7m groß, für die langsamsten vom § rei¢ 

Zähler vollzählig registrierten Elektronen, nämlich 5 KV, be- f mut 

trägt der Krümmungsradius immer noch etwa 2 m. Also findet # die 

wu auf die größten ungeschützten Wege (etwa 20 cm) dieser lang- f troz 

Wr samsten Elektronen, wie sich leicht berechnen läßt, ungünsti- § Ma: 

genfalls eine Verschiebung von höchstens einigen Millimetern # elas 
statt, was für das Resultat der Streuungsverteilungen und der 
= Geschwindigkeitsbestimmungen unwesentlich sein muß. Die 
Pe oben bei der Messung der Winkelverteilung erwähnte Störungs- 
I möglichkeit durch Streuung am Dampfresiduum kann im Falle 


ü der Geschwindigkeitsmessung noch weniger in Betracht kommen, ! 

yes da für den Zähler Z, die Geometrie der Ausblendung bedeutend | 

schärfer ist als für den Zähler Z,. Aus all dem geht hervor, 3 

x daß eine eventuell gefundene Inhomogenität der Geschwindig- N 

2 keiten gestreuter Elektronen nicht auf äußere Störungen zurück- x 

ye gefiihrt werden kann. R 

2 

§ 6. Resultate 

a Beispiele von Geschwindigkeitsanalysen der unter 45° 7 

Ablenkungswinkel gestreuten Elektronen sind in Fig. 2 zu sehen. K 

Dort sind als Abszissen die Magnetfeldstromstärken (von M, N 

in Fig. 1) in Ampere, als Ordinaten die entsprechenden An- N 

zahlen der Stromstöße im Spitzenzähler (Z, in Fig. 1) inner- S 

Ae halb eines Zeitraumes von je 2 Miuuten aufgetragen. Die N 

=. punktierte Kurve wurde bei 30 kV, die durchgezogene bei “ 
u 45 kV Primärgeschwindigkeit erhalten. Die Streuung fand an 
a einer etwa 900 AE dicken Zelluloidfolie statt. Um die Kurven 
2 von der Art von Fig. 2 untereinander vergleichen zu können, 
mußten sie auf einheitlichen Maßstab umgezeichnet werden. 

FR Zu diesem Zweck wurden zunächst die Abszissenwerte (Ampere) 

nach Gl. (2) von § 4 auf Kilovolt umgerechnet. Dann wurde Fig. 
E bei jeder Kurve sowohl die Abszisse (Kilovolt) als auch die 

= Ordinate (Elektronenzahl) des Hauptmaximums gleich 100 ge- staı 

ur setz. Man erhält dann eine Energieverteilungskurve wie in keit 

De Fig. 3, wo die Energie der Elektronen in Prozenten der je- eine 

Dr weiligen Primärelektronenenergie gegen die Elektronenmenge die 

i in Prozenten der Menge der maximal vertretenen Elektronen dür 

e aufgetragen ist. In Fig. 3 zeigt die durchgezogene experimen- die] 

telle Kurve bei 100°/, ein Hauptmaximum, welches der ela- bei 

Er stischen Elektronenstreuung zukommt und bei 50°/, der An- Ele 

7 fangsenergie ein kleineres Maximum, welches der unelastischen gest 

Streuung zuzuschreiben ist. Eine Reihe derartiger Energie- wel 
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verteilungskurven wurde am Zelluloid bei 30 und 45 kV 
Primärenergie aufgenommen: Das unelastische Maximum er- 
reichte stets eine Höhe von (10 + 1)°/, des elastischen Maxi- 
mums. Die Breite des elastischen Maximums ist nur durch 
die Geometrie der Anordnung bedingt. In ihm sind nur Elek- 
tronen einheitlicher Geschwindigkeit enthalten. Das unelastische 
Maximum hat eine etwa 3mal größere Halbwertsbreite als das 
elastische Maximum, man muß deshalb mit Sicherheit auf eine 
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Fig. 2. Magnetische Spektra der am Einzelatom gestreuten Elektronen 


starke Inhomogenität der unelastisch gestreuten Geschwindig- 
keiten schließen. Die Versuche wurden mit einer 900 und 
einer 2000 AE dicken Zerstreuungsfolie ausgeführt: Z. B. sind 
die in Fig.3 mit (xxx) bezeichneten MeBpunkte mit der 
dünneren, die mit (AAA) bezeichneten Meßpunkte mit der 
dickeren Zerstreuungsfolie erhalten worden. Es scheint, daß 
beim unelastischen Maximum die Seite nach den langsameren 
Elektronengeschwindigkeiten hin für die niedrigeren Primär- 
geschwindigkeiten und für die dickeren Zerstreuungsfolien ein 
wenig abflacht. 
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Wie wir im folgenden $ 7 noch begründen werden, sind 
die Flächeninhalte unter den beiden Maxima in Fig. 3 für die 
Anzahlen der elastisch bzw. unelastisch gestreuten Elektronen 
maßgebend. Wir notieren hier die experimentell gefundenen 
Flächen, welche sich durch Auszählen der Quadratmillimeter 
bei einer vergrößert aufgezeichneten Kurve ergaben: Das Haupt- 
maximum enthielt 3100 mm?, das Nebenmaximum enthielt bei 
den Messungen an der dünneren Folie 640 bzw. 720 mm?, 
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Fig. 3. Energieverteilung der unter 45° Ablenkung am Einzelatom ge- 
streuten Elektronen bei einer Anfangsenergie von 30 (xxx; AAA) bzw. 
45 (0090) Kilovolt 


Von der ganzen Kurve ist vor der Abzählung ein „Fuß“ in 
Abzug gebracht, welcher durch „falsche“ Elektronen hervor- 
gerufen ist, die wahrscheinlich an Spaltkanten oder Kammer- 
wänden in den Zähler hineinreflektiert worden sind. Die Höhe 
des in Abzug gebrachten Fußes haben wir durch die tiefste 
Senkung (Minimum) der Kurve zwischen den beiden Maxima 
festgelegt. In der erwähnten vergrößerten Zeichnung betrug 
der Fuß unter dem Hauptmaximum etwa 200 mm?, der unter 
dem Nebenmaximum rund 300 mm?., 

Als Resultat einer Reihe von Versuchen läßt sich nun 
angeben, daß die Fläche unter dem Nebenmaximam 20— 25°, 
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von der Fläche des Hauptmaximums einnimmt. Wir werden 
weiter unten begründen, daß dieser Quotient der Flächen als eine 
obere Grenze für den Quotienten der Anzahlen der unelastisch 
gestreuten zu den elastisch gestreuten Elektronen anzusehen ist. 

Im folgenden soll nun über die Ergebnisse von Messungen 
der Winkelverteilung berichtet werden. Gemessen wurde jedes- 
mal ein „Winkelverhältnis“ N (3,)/N (#,), d.h. ein Verhältnis 
von zwei Zahlen N von Stromstößen im Spitzenzähler, die in 
zwei gegebenen Ablenkungswinkeln 9, und :+, registriert werden. 
Daß man gerade Winkelverhältnisse mißt, liegt nur in der 
Arbeitsweise mit dem Zähler begriindet.') Die durch Herum- 
schwenken des Zählers Z, in den verschiedenen Ablenkungs- 
winkeln — durch Verarbeitung einiger hunderttausend Aus- 
schläge — erhaltenen „Winkelverhältnisse“ zeigt die Tab. 2. 


Tabelle 2 
Experimentelle „Winkelverhältnisse“ der Elektronenstreuung am Zelluloid 


9:9; 30°: 40° 40" :45° 40°: 60° 60°: 70° 
Rutherford _ 3,0 1,55 4,6 1,7 2,7 3,3 1,56 
kV 200 AE 27 | 1,5 1,8 1,1 2,8 3,0 1,5 
45kV 2000 ÄE 27 | 1,5 23 | 1,2 2,2 2,4 1,5 
30kV 200 AE 29 | 14 20 | 19 | 25 2,3 1,4 
30kV 2000 ÄE 29 | 15 25 | 16 | 20 2,2 1,5 


~ 


Aus den Daten der Tab. 2 lassen sich die relativen Häufig- 
keiten der elastischen und der unelastischen Elektronenstreuung 
für Zelluloid ausrechnen. Denn es ist einerseits aus anderen 
Messungen?) bekannt, daß die Winkelverteilung der elastischen 
Streuung mit größter Annäherung durch das Rutherfordsche 


Gesetz 1 gegeben ist, andererseits kennen wir infolge 
sin‘ 

der oben mitgeteilten Geschwindigkeitsanalyse das Verhältnis 
der unelastischen Streuung zur elastischen Streuung im Ab- 
lenkungswinkel 45°. Aus den oben gegebenen Daten konnten 
wir ja schließen, daß dort die Häufigkeit aller unelastischen 
Streuungen rund 20°/, in bezug auf die Häufigkeit der ela- 
stischen Streuungen ausmacht.’) 

Wie durch das Beispiel der Tab. 3 illustriert wird, läßt 


1) Näheres hierüber vgl. z. B. in Ann. I, § 7, S. 865. 

2) Vgl. z.B. die in § 2 erwähnten Resultate von V. H. Neher. 

3) Würde man probeweise die Häufigkeit dieser unelastischen Streu- 
ungen zu 10°/, oder zu 30°/, ansetzen, so würden dadurch die im folgenden 
gezogenen Schlüsse über das Aussehen der Winkelverteilung unelastisch 
gestreuter Elektronen qualitativ nicht verändert werden. 
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Tabelle 3 konn 

Elastische und unelastische Elektronenstreuung an einer 200 AE dicken elast 

Zelluloidfolie bei 45 kV auße 

3 30° | 40° | 45" | 60° | 70° | 80° | 120° | 150° Bun 


N (Rutherford). . . 477 | 156 | 100 | 33,3 198 | 12,5] 3,9} 25 L 
N (experimentell) . . | 486 | 180 | 120 1100 91 | 36 |12 | 8 
N (unelastisch) . | @ | 67 | 8 |s|5 
sich zunächst in dem dort durch Umrahmung gekennzeichneten 
Ablenkungswinkel «+ = 45° festsetzen: 1. Elastische Streuung = 0 
100 Elektronen; 2. unelastische Streuung = 20 Elektronen; 
3. Experimentelle = elastische + unelastische Streuung = De 
120 Elektronen. Nun wird die in den einzelnen Ablenkungs- 
winkeln elastisch gestreute Elektronenzahl, die in Tab. 3 mit w- 
N (Rutherford) bezeichnet ist, zu = berechnet, wobei const 
sin* = 
durch die Bedingung ee 1 festgelegt ist. Dann wird 2- 
sin* = 
aus den experimentellen Winkelverhältnissen von Tab. 2 die v- 
in die einzelnen Ablenkungswinkel insgesamt gestreute Elek- 
tronenmenge berechnet; sie ist in Tab. 3 mit N (experimentell) L 
bezeichnet. Hierbei ist beispielsweise die im Winkel 40° ge- 
streute Menge zu 120 7 nat die im Winkel 70° gestreute 
zu 120 usw. berechnet worden, indem errei 
die Werte der Winkelverhältnisse der Tab. 2 für die einzelnen 
> By eingesetzt worden sind. Die Zeile N (unelastisch) der schl; 
Tab.3 wurde schließlich durch Subtraktion der Werte N (Ruther- irgel 
ford) von den Werten (experimentell) erhalten. Tab. 3 enthält den 
nur die Verarbeitung der Messungsergebnisse an einer 200 AE „fals 
dicken Zelluloidfolie bei 45 kV "Primärgese hwindigkeit. Die 
übrigen in Tab. 2 notierten Streuungsmessungen wurden in Able 
gleicher Art verarbeitet. Eine Übersicht über alle derartigen kom 
Ergebnisse liefert das Kurvenbild der Fig. 4, dort sind die die 
Winkelverteilungen der unelastischen Streuung bei 30 und 45 kV Met: 
Primirenergie fiir Zelluloidfolien von etwa 200 und 2000 AE pun 
Dicke eingetragen. sing 
SchlieBlich wurden noch Messungen an Folien aus Beryl- kürl 
lium, Aluminium und Nickel ausgeführt. Bei Geschwindigkeits- wink 
analysen der oben beschriebenen Art im Ablenkungswinkel 45° Stis¢ 
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konnte bei keinem der drei Metalle ein ausgesprochenes un- 
elastisches Maximum einwandfrei festgestellt werden. Es war 
außer dem elastischen Maximum nur ein einigermaßen gleich- 
mäßiger kontinuierlicher Untergrund zu entdecken, welcher 
beim Aluminium kaum 5°/, der Höhe des elastischen Maximums 
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45 KV. 2000AE 
30 KV. 200 AE 
30 HV. 2000AE 
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10° 20° 30° 40° 80° 60° 10° 80° 90° 100° 110° 120° 190° 440° 150° 160° 

Fig. 4. Experimentelle Winkelverteilungen 
unelastisch gestreuter Elektronen 


erreichte, beim Nickel und beim — wahrscheinlich ver- 
unreinigten — Beryllium noch bedeutend kleiner war. In 


letzteren beiden Fällen war nicht zu entscheiden, ob die Aus- 
schläge des Spitzenzählers bei den geringeren Magnetfeldern 
irgendwelchen unelastisch gestreuten Elektronen, oder einfach 
den an Spaltkanten oder Kammerwänden reflektierten elastischen 
„falschen“ Elektronen zukamen. 

Da nun bei den Metallen die Geschwindigkeitsanalyse im 
Ablenkungswinkel 45° keine exakten Ergebnisse erbringen 
konnte, so lassen sich auch keine quantitativen Schlüsse über 
die Winkelverteilung der unelastischen Streuung bei den 
Metallen ziehen. Jedoch kann man, um qualitative Anhalts- 
punkte zu erhalten, eine Verarbeitung dieser Meßresultate im 
Sinne der Tab. 3 vornehmen, indem man einigermaßen will- 
kürlich die Intensität der unelastischen Streuung im Ablenkungs- 
winkel 45° als eine Größe zwischen 5°/, und 20°/, der ela- 
stisch gestreuten Intensität ansetzt. Es zeigt sich dann, daß 


ws | 
ken 
| 
— 
7 
ird 
‘ir ul | ta 
ek- 
/ 4 pri 
„= 
nen | 
der 
1er- 
AE 
Die 
in A 
gen 
die 
kV § 
AE 
its- 
45° 


334 Annalen der Physik. 5. Folge. Band 15. 1932 
Tabelle 4 


Experimentelle „Winkelverhältnisse“ der Elektronenstreuung 
an Metallfolien 


|30°:40° | 40°: 45° | 40°: 60° 60° : 80° |80°: 120°1120°: 150° 


| 
Rutherford . . | 3,0 | 4,6 3,3 


1,55 | 27 1,56 

Ni 45kV ..| 29 15 | 2,4 | 20 2,6 1,5 
30kV ..| 28 1,4 | 24 | 22 2,8 1,4 

Al kV ...| 30 | 14 22 | 18 2,2 14 
kV... 28 14 | 24 | 2,0 2,0 1,5 

Be 45kV ..| 24 15 | 25 | 18 2,5 1,5 
30kV ..| 20 1,4 2,5 2,1 2,0 1,4 


auch bei den Metallfolien wie in Fig. 4 ein Maximum der 
unelastisch gestreuten Elektronen in der Nähe senkrechter Ab- 
lenkung deutlich zu erkennen ist; doch scheinen in allen 
Fällen die Winkelverteilungen bei den Metallfolien stärker 
nivelliert zu sein als bei den Zelluloidfolien. 


$ 7. Diskussion der Ergebnisse 
und ihr Vergleich mit vorliegenden Theorien 

Wir schreiben die theoretisch erwartete Winkelverteilung 

der an freien Elektronen gestreuten Elektronen in folgender Form: 
4 

a 4-40. cos + P + R). 

0 0 

Hier bedeuten: N, = Primäre Elektronenmenge, N” (+) = die 

im Ablenkungswinkel # in den Raumwinkel dQ gestreute 

Elektronenmenge, « = Foliendicke, n” = Anzahl der freien 

Elektronen im Kubikzentimeter, e und m = Ladung und Ruhe- 

masse, u, = Lineargeschwindigkeit der Primi ärelektronen. Ferner 

bedeuten 


= 


1 1 
(4) K = sin!# + vor Fr 


By = = , ¢ = Lichtgeschwindigkeit. Setzt man die Größen 


P und R gleich Null, so gibt Gl. (3) mit Gl. (4) die klassische 
Winkelverteilung der unelastischen Stöße nach Darwin), welche 
bereits in Ann.I S.852 diskutiert wurde. Berücksichtigt man 
Austausch und Elektronenspin, indem man bei der wellen- 
mechanischen Betrachtung des Zusammenstoßes der freien 


6 Darwin, Phil. Mag. 27. S. 499. 1914. 
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Elektronen das Paulische Ausschließungsprinzip anwendet’), 
so erhält man nach Mott?) die Gl. (3) derart, daß K und P 
die durch Gl. (4) und Gl. (5) gegebenen Bedeutungen besitzen, 
daß aber R= 0 zu setzen ist. Schließlich ergibt sich die voll- 
ständige, durch Einsetzen der Werte von Gl. (4), Gl. (5) und 
Gl. (6) erhaltene GI. (3), wenn alle heute bekannten Eigenschaften 
des Elektrons, wie elektrostatische Wechselwirkung, Spinwechsel- 
wirkung, relativistische 
Masseänderung und Re- 
tardation berücksichtigt 
werden. Der hier ge- 
gebene Ausdruck Gl. (5) 
ist aus einer verallge- 
meinerten Born schen 
Stoßtheorie von Mel- 
ler?) abgeleitet worden. 

In Fig.5 sind zwei 
theoretisch Winkel- 
verteilungen, nämlich 
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|_| 


-SKala) 


l 


# 


die klassische nach \ 
Darwin und die quan- \ S$ 

. B\ 
tenmechanische nach 
Meller, mit 2, = 0,39 \ S- 
entsprechend 45 kV ein- 

. > a 

getragen, und zwar sind a" 
als Abszissen die Ab- 

1 


lenkungswinkel, als Or- 
dinaten die Logarith- 
men der Anzahlen der | | 
gestreuten Elektronen 2° 4° 
aufgezeichnet. Die Ver- —- & : Ablenkungswinkel (6r8d) 


hältnisse der Ordinaten- Fig. 5. Winkelverteilungen 
höhen beider Kurven der unelastischen Elektronenstreuung 


ergeben sich hier ein- 

fach aus Gl. (3) durch Vernachlässigung bzw. Mitberücksichtigung 
der Größen (P + R). Zum Vergleich wurde in Fig. 5 das mit 
45 kV an einer 200 ÄE dicken Zelluloidzerstreuungsfolie erhaltene 
experimentelle Ergebnis eingezeichnet. Die absolute Ordinaten- 


1) J. R. Oppenheimer, Phys. Rev. 31. S. 66. 1928. 

2) N. F. Mott, Proc. Roy. Soc. 126. S. 259. 1930. | 

3) Chr. Meller, Zitschr. f. Phys. 70. S. 786. 1931. Ahnliche Rech- 
nungen hat H. C. Wolfe, Phys. Rev. 37. S. 591. 1931 unter Zugrunde- 
legung etwas anderer Ansätze für die Wechselwirkung der Elektronen 
durchgeführt. 
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höhe der experimentellen Kurve wurde für die Abszisse 45° 
auf Grund der in Fig. 3 niedergelegten Ergebnisse so gewählt, 
daß sie ein wenig über der entsprechenden Ördinatenhöhe der 
quantenmechanischen Kurve zu liegen kommt; es handelt sich 
dabei aber nur um Festlegung von mehr qualitativer Natur, 
Die Ergebnisse der Winkelverteilung sind ja auch nicht so be- 
schaffen, daß sie zwischen klassischer und quantenmechanischer 
Theorie eine Entscheidung treffen könnten. Es mag jedoch 
darauf hingewiesen werden, daß hier zum ersten Male experi- 
mentell das bei ungefähr 45° theoretisch geforderte Minimum 


7 
Kilovol? 


4§ 

5 


10° 15° 207.265 30° 260 30° 850 ADP 69 
Ablenkungswinkel— 


MR 6. Energien unelastisch gestreuter Elektronen 
als Funktion vom Ablenkungswinkel 


sowie der gegen senkrechte Ablenkung hin geforderte starke 
Anstieg der gestreuten Intensität bestätigt wurde.') 

Der punktiert gezeichnete Abfall der experimentellen 
Kurve von Fig. 5 hinter 70° rührt nur von apparativen Ein- 
flüssen her: Nach Gl.(1) in $1 muß nämlich die Geschwindig- 
keit der unelastisch gestreuten Elektronen für Ablenkungs- 
winkel über 70° bei 45 kV Primärenergie unter 5kV herab- 
sinken. Bei Geschwindigkeiten unterhalb 5 kV sinkt aber 
auch, wie in § 4 erörtert wurde, die Ökonomie des Spitzen- 
zählers rapide herab. Die theoretische Abnahme der kine- 
tischen Energie unelastisch gestreuter Elektronen als Funktion 
der Ablenkungswinkel bei verschiedenen Primärenergien geht 
z. B. aus Fig. 6 hervor. Der Energiebereich unterhalb 5kV, 
wo die Ökonomie des Zählers abzunehmen beginnt, ist dort 
durch schwarze Schraffierung hervorgerufen. Man sieht z. B., 
daß die der Primärenergie 30 kV entsprechende Kurve schon 


1) Vgl. Fußnote 3 in Ann. I $. 852. 
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bei etwa 57° in den schraffierten Bereich herabsinkt, während 
die der Primärenergie 45 kV entsprechende Kurve erst bei 
einem Winkel von etwa 70° dieses Gebiet erreicht. Dieser 
Sachverhalt erklärt auch beim Verlauf der experimentellen 
Winkelverteilungskurven in Fig.4, daß die beiden dort bei 
30 kV Primärenergie aufgenommenen Kurven schon für Winkel 
über 60° rapide abfallen, während die beiden anderen dort 
gezeichneten Kurven, welche zu einer Primärenergie von 
45 kV gehören, erst hinter 70° Ablenkungswinkel ihren starken 
Abfall zeigen. 

Bei der Betrachtung des allgemeinen Verlaufs der Kurven 
in Fig. 4 bemerkt man zunächst, daß die unter gleichen Be- 
dingungen bei 200 und 2000 ÄE erhaltenen Resultate nicht 
identisch sind. Die bei 60° bzw. 65° liegenden Maxima sind 
nämlich bei den zu 2000 AE gehörigen Kurven gegenüber den 
zu 200 AE gehörigen Kurven erniedrigt. Ferner verlaufen die 
bei 2000 ÄE erhaltenen Kurven bei den großen Ablenkungs- 
winkeln über den bei 200 ÄE erhaltenen Kurven. Aus dieser 
Verschiedenheit der Kurven bei verschiedener Foliendicke muB 
man nach den Erörterungen von $5 folgern, daß zumindest 
noch bei der dickeren Folie eine merkliche Vielfachstreuung 
der langsamsten Elektronen vorhanden ist. Aus folgenden 
Gründen sind wir jedoch zu dem Schluß berechtigt, daß, ab- 
gesehen von einem kleinen Bereich zwischen 60° und 80°, der 
Einfluß der Vielfachstreuung bei der dünneren Folie unmerk- 
lich klein ist: 1. Die Kurven der Fig.4 zeigen bei der relativ 
sehr starken Variation der Foliendicke im Verhältnis 1:10 
die relativ sehr kleine Veränderung der Ordinatenhéhe von 
maximal im Verhältnis 1:1,3. 2. Stichproben an einer etwa 
500 AE dicken Folie ergaben innerhalb der Versuchsfehler 
die gleichen Resultate wie die Versuche an 200-ÄE-Folien, 
während die Resultate an den 500-ÄE-Folien von denjenigen 
an 2000-AE-Folien deutlich abwichen. 

Wenn aus diesen Gründen der allgemeine Verlauf der 
Kurven in Fig.3 als reelles Ergebnis einer Streuung am Einzel- 
atom betrachtet werden muß, so erscheint zunächst die aus 
dem Kurvenverlauf folgende Tatsache einer unelastischen Rück- 
wärtsstreuung ganz unerklärlich. Es widerspricht nämlich den 
Erwartungen unserer G].(3), daß überhaupt unelastische Streuung 
in Ablenkungswinkeln, die größer als 90° sind, auftritt. Schon 
nach einfachen Überlegungen, die aus Energie- und Impulssatz 
folgen, ist es unmöglich, daß ein bewegtes Teilchen von einem 
gleich schweren ruhenden Teilchen nach rückwärts abgelenkt 
wird. Der zunächst auftauchende Gedanke, daß die Emission 
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von Röntgenquanten!) für die beobachtete unelastische Rück- 
wärtsstreuung verantwortlich zu machen sei, trifft wohl nicht 
zu. Denn aus einer Absorptionsanalyse derart, wie sie in 
Ann. I S. 874 beschrieben wurde, konnte das sehr wahrschein- 
liche Resultat entnommen werden, daß die Anzahl der emittierten 
Röntgenquanten wesentlich geringer sein muß als die Zahl der 
unelastisch nach rückwärts gestreuten Elektronen. Ferner: 
Die Eigengeschwindigkeit der Atomelektronen bei ihrer klassisch 
gedachten Umlaufsbewegung um den Atomkern kann bei der 
Erklärung der unelastischen Rückwärtsstreuung keine bedeutende 
Rolle spielen, denn es ist z. B. für das C-Atom die größte Umlaufs- 
energie V, ~ 150 Volt (entsprechend der halben Bindungsenergie 
der K-Schale) etwa 30 mal kleiner als die kleinsten zur Beob- 
achtung gelangenden kinetischen Energien unelastisch gestreuter 
Elektronen. Die z.B. bei 45kV Primärenergie im Winkel etwa 
70° mit etwa 5 kV erfolgenden unelastischen Stöße könnten 


größenordnungsmäßig um arctg 30 , also um rund 10° weiter 


abgelenkt und keineswegs als wesentlich rückwärts gestreute 
Elektronen beobachtet 
werden. Noch viel 
unbedeutender muß 
der Einfluß einer an- 
ziehenden Kraft des 
Kernfeldes auf die 


uU 
o . 
/ Stelle des unelasti- 
2 Bes sein, denn der 


Radius der K-Schale 
des C-Atoms beträgt 
10-9 cm und ein in 
diesem Perihelabstand 
am Ü-Kern vorbei- 
streichendes Elektron 
Fig. 7. Ablenkung eines unelastisch von 5 kV würde aus 
gestreuten Elektrons im Kernfelde seiner ursprünglichen 

ie Bahn nur um 1!/,Grad 
abgelenkt werden. Überlegt man sich aber den möglichen Einfluß 
des Kernfeldes genauer, so übersieht man, wie z. B. in Fig. 7 
aufgezeichnet ist, daß nach dem unelastischen Zusammenstoß 
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Vorgangs vgl. bei: A. Sommerfeld, Ann. d. Phys. [5] 11. 8.257. 1931; 
Dr O. Scherzer, Ann. d. Phys. [5] 13. S. 137. 1932. 
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einer oder sogar beide Stoßpartner in solche Kernnähe hin- 
fliegen können, daß sie dort auch noch eine elastische Streuung 
erleiden. Fig. 7 greift nun allerdings den günstigsten Fall 
einer solchen „Zweifachstreuung“ heraus, insofern, als in diesem 
Spezialfall die Geschwindigkeitsvektoren u, und u, mit dem 
Kern K in einer Ebene liegen. In diesem Falle hat das un- 
elastisch gestreute Elektron einen optimal kleinen Zielabstand 
in bezug auf den Kern K. Einer späteren quantitativen Durch- 
rechnung, welche auch alle ungünstigeren Fälle, wo jene Vektoren 
nicht mit K in einer Ebene liegen, mit einschließt, muß es 
überlassen bleiben zu zeigen, wie groß die Wahrscheinlichkeit 
einer solchen Zweifachstreuung ist. Wir haben jedenfalls im 
vorhergehenden die Bezeichnung „unelastische Einzelstreuung“ 
zugunsten der Bezeichnung „unelastische Streuung am Einzel- 
atom“ vermieden. 

Weiter soll bei der Diskussion der Kurven in Fig. 4 über- 
legt werden, weshalb bei Ablenkungswinkeln von 30° die meisten 
Meßpunkte eine solche Anzahl von unelastischen Streuungen 
anzuzeigen scheinen, welche — entgegengesetzt den Erwartungen 
von Gl.(3) — kleiner ist als die Anzahl der nach 40° elastisch 
gestreuten Elektronen. Nach den Ausführungen von Ann. I 
könnte man zunächst die Ursache solcher Resultate in der 
bisher vernachlässigten Abschirmung des Kernfeldes durch die 
Atomelektronen suchen. Beispielsweise müßten bei merklichem 
Vorhandensein einer solchen Abschirmung die Zahlen der 
Tab. 3 in der Zeile N (Rutherford) um so mehr erniedrigt 
werden, je kleiner der Ablenkungswinkel ist. Das würde sich 
in Zeile N (unelastisch) dieser Tabelle dahin auswirken, daß 
die Anzahl unelastisch gestreuter Elektronen im Winkel 30°, 
vielleicht auch noch 40°, bedeutend größer anzusetzen wäre. 
Legen wir nämlich die in Gl.(6) von Ann. I S.853 angegebene 
Winkelverteilung zugrunde, welche sich aus einer Theorie von 
Wentzel!) ergibt, so würde sich in Tab. 3 für N (Ruther- 
ford) bei 30° die zu 477 angegebene Elektronenzahl auf 362 
erniedrigen. Die Abschirmung in der Wentzelschen Theorie 2 
ist aber sicher zu hoch angesetzt, da dort die abschirmenden __ De 
Elektronen sämtlich in der K-Schale konzentriert gedacht 
werden. Angemessener ist die Theorie von Bethe?, weche 
für die abschirmenden Elektronen eine Thomas-Fermi-Verteilung : 
annimmt. Es ergibt sich nach Bethe an Stelle der in Ann. I 
8. 853 Gl. (6) mit W bezeichneten Größe 


1) G. Wentzel, Ztschr. f. Phys. 40. 8.590. 1927. 
2) H. Bethe, Ann. d. Phys. [5] 5. S. 387. 1930. 
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22% 
wo A die de Brogliesche Wellenlänge des Elektrons und Z die 
Ordnungszahl des streuenden Atoms bedeutet, während 227, 
auf Y80 AE geschätzt werden kann. Nach Bethe ergeben 
sich 475 Elektronen anstelle von 477 Elektronen in Tab. 4 
für N (Rutherford) bei 30° — der Unterschied zwischen 
beiden Zahlen ist vollkommen unbedeutend für unsere Ver- 
hältnisse. Da die Bethesche Größe der Abschirmung durch 
die Elektronenbeugungsversuche von Mark und Wierl?) be- 
stätigt wird, kann sie wohl auch bei der Auslegung unserer 
Messungen zugrunde gelegt werden. Durch den Einfluß einer 
Abschirmung bei der elastischen Streuung kann also das hier 
gefundene unerwartet geringe Resultat für die Anzahl der bei 
30° unelastisch gestreuten Elektronen nicht erklärt werden. 
Einstweilen dürfen wir aber diese auch nur in einigen Fällen 
auftretende Diskrepanz nicht ernst nehmen, da sie noch fast 
innerhalb der Versuchsgenauigkeit liegt. Denn die Winkel- 
verhältnisse in Tab. 2 sind mit + 5°/, Genauigkeit zu ver- 
N (309 
N (40°) 
um 5°/, würde schon die in Tab. 3 für N (unelastisch) im Winkel 
30° zu 9 errechnete Elektronenzahl auf 25 Elektronen erhöhen. 

Wir gehen nun zur Diskussion der in Fig. 3 gegebenen 
Energieverteilung der gestreuten Elektronen über. Wir haben 
bereits oben auf die starke Verbreiterung des den unelastischen 
Stößen zukommenden Maximums hingewiesen. Aus dem Ver- 
gleich der bei verschiedenen Foliendicken erhaltenen Meb- 
punkte geht einerseits hervor, daß der flache Abfall dieses 
Maximums nach langsameren Geschwindigkeiten hin zu einem 
gewissen Teil durch Vielfachstreuung hervorgerufen sein kann. 
Andererseits zeigt sich aber deutlich, daß die stark abgeflachte 
Seite dieses Maximums nach größeren Geschwindigkeiten hin 
nicht durch Vielfachstreuung verursacht sein kann. Zusammen- 
fassend muß also gesagt werden, daß das Maximum der un- 
elastisch gestreuten Elektronen auch bei Beobachtung reiner 
Streuung am Einzelatom stark abgeflacht sein muß. Es 
erscheint uns nun nach der oben entwickelten Theorie der 
Zweifachstreuung ganz plausibel, daß die Geschwindigkeit der 
in einen gegebenen Ablenkungswinkel unelastisch gestreuten 
Elektronen nicht der einfachen Gl. (1) von § 2 entsprechen 
kann; wir müssen vielmehr in jedem Ablenkungswinkel die 


anschlagen, und eine Erhöhung des Winkelverhältnisses 


Ztschr. f. Phys. 60. S. 741. 1930. 
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Inhomogenität der Geschwindigkeiten der unelastischen Stöße 
erwarten, welche in der erwähnten Verbreiterung des Maximums 
der unelastisch gestreuten Elektronen ihren Ausdruck findet. 

Als nächste Frage ist zu erörtern, wie man aus der 
Geschwindigkeitsverteilungskurve einen Schluß auf die Häufig- 
keit der im Ablenkungswinkel 45° durch unelastische Einzel- 
streuung erhaltenen Elektronen ziehen kann. Es kann be- 
hauptet werden: 

Das Integral über die experimentelle Kurve der un- 
elastisch gestreuten Elektronen stellt eine obere Grenze für 
diese Elektronenzahl dar. Denn wenn wir diejenigen Elek- 
tronen, deren Geschwindigkeit den einfachen Energie- und 
Impulsbeziehungen Gl. (1) in § 2 entspricht, „programmäßige*, 
diejenigen dagegen, die zu schnell oder zu langsam sind, 
aber doch in den betrachteten Winkelbereich gelangen, „un- 
programmäßige“ nennen, dann können wir jetzt behaupten, 
daß im Ablenkungswinkel 45° die Anzahl der unprogramm- 
mäßigen Elektronen größer sein muß als die Zahl der pro- 
grammäßigen, weil nach Fig. 4 die unelastisch gestreute 
Elektronenanzahl im Ablenkungswinkel von ungefähr "450 ein 
Minimum erreicht. Denn je häufiger die unelastischen Elek- 
tronen in den Nachbarwinkeln sind, um so größer ist auch 
die Wahrscheinlichkeit, diese Elektronen als unprogrammäßige 
im beobachteten Bereich vorzufinden. 

Neben der durchgezogenen experimentellen Kurve findet 
man in Fig. 3 drei theoretische Kurven punktiert eingetragen. 
Die höchste dieser Kurven ist die nach der Darwinschen 
Formel berechnete. Ihre Höhe wird z. B. nach dem Vorgang 
der Gl. (4) in Aun. 1 S. 853 erhalten durch Berechnen des 
Quotienten der Darwinschen Streuung [vgl. Gl. (3) mit P = 0; 
R=0] und der Rutherfordschen Streuung [vgl. Ann. I Gl.(1) 
S. 851). Als nächste Kurve ist diejenige nach Mott ein- 
getragen. Ihre Höhe wird erhalten aus der Berechnung des 
Quotienten der Mottschen unelastischen Streuung [vgl. Gl. (3) 
mit R=0] und der nach Mott!) berechneten elastischen 
Streuung [vgl. Ann. I Gl.(10) auf S. 855]. Die Anzahl der 
elastisch gestreuten Elektronen ist nach der Formel von Mott 
in allen Ablenkungswinkeln im wesentlichen um den Faktor 
(1— 3?) kleiner als die nach der Rutherfordschen Formel 
berechnete. Genauer ist diese Anzahl nach Mott im Ab- 
lenkungswinkel 45° bei 45 kV auf 84°/,, bei 30 kV auf 89°), 
gegen die gleich 100°/, gesetzte Rutherfordsche Streuung 


DN.F. Mott, Proe. Boy. Soe. 124. S. Kon 1929. 
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zu veranschlagen. In Fig. 3 ist die für 45 kV berechnete 
Kurve eingetragen. Die Höhe der dritten mit „Meller-Guth“ 
bezeichneten punktierten Kurve ist erhalten durch Berechnung 
des Quotienten zwischen der Mollerschen Formel [vollständige 
Gl. (3)] und der Mottschen elastischen Streuformel bei 45 kV, 
Den Gesamtverlauf der drei punktierten theoretischen Kurven 
haben wir dadurch festgelegt, daß wir ihnen dieselbe Halb- 
wertsbreite gegeben haben, wie dem ebenfalls in Fig. 3 sicht- 
baren elastischen Maximum. Die Maxima der theoretischen 
Kurven der unelastischen Streuung wurden mit folgenden 
Abszissenwerten eingezeichnet: Die unelastisch gestreuten 
Elektronen mußten klassisch einen Energieverlust von 0 
gegenüber der Primärenergie erlitten haben, denn aus Gl. ( 
ergibt sich 

(7) = cos? #, . 
Infolgedessen wurden die Maxima der Kurven nach Darwin 
und nach Mott mit dem Abszissenwert 50°/, gezeichnet. Für 
die nach der relativistischen Formel von Meller berechneten 
Intensitäten mußten aber auch relativistisch berechnete Energie- 
verluste zugrunde gelegt werden. Es ergibt sich nach Guth’) 
an Stelle der Gl. (1) 


(8) u, = U, 608 — 


1+ sin 9) + cos? F, 


oder angenähert 


(8a) u, = u, cos iF, (1 + - sin? 
für die Energien gilt an Stelle von ‘a (7) 
2 1 
(9) E, = E, e0s? &, 9, 
2met 


oder angenähert ; 
E, sin? 

(9a) E, = E, cos? #, (1- ee =); 

hierbei bedeutet 


u 
vı-a’ 
die Indizes Null kennzeichnen das Primärelektron, die Indizes 1 


das unelastisch gestreute Elektron. Die relativistischen Energien 
unelastisch gestreuter Elektronen sind also stets kleiner als 


1) Die relativistischen verdanke ich einer freundlichen 
aan Mitteilung von Hrn. E. G 


i 
0.K 
die 
fall 
48,8 
gege 
Elel 
expt 
Deu 
kan: 
mer 
pun 
Vol 
ger: 
nac 
mec 
war 
den 
E 
inh 
d Ver 
gen 
Par, Be 
Ku 
obe 
. 
die 
Zu 
wa 
un 
n 
er¢ 
be 
de! 
de 
als 
da 
= 


nete 
ith 
dige 
ky. 
rven 
al b- 


es | 
gien 
als 


chen 


0. Klemperer. Die unelastischen Stöße schneller Elektronen 393 


die entsprechenden klassisch berechneten. In unserem Spezial- 
fall (45 kV) ist das Maximum der Mellerschen Kurve bei 
48,8°/, der Primärenergie zu zeichnen. Die Verschiebung 
gegen den klassischen Wert ist bei den hier verwandten 
Elektronengeschwindigkeiten noch zu gering, als daß sie 
experimentell sichergestellt werden könnte. "Auch auf die 
Deutung der experimentellen Resultate der Winkelverteilung 
kann die relativistische Geschwindigkeitskorrektion hier keinen 
merklichen Einfluß haben, wie man leicht aus der in Fig. 6 
punktiert eingetragenen relativistischen Winkelverteilung der 
Voltgeschwindigkeiten erkennen kann. 

Die experimentelle Geschwindigkeitsanalyse wurde hier 
gerade deshalb im Ablenkungswinkel 45° vorgenommen, weil dort 
nach G1.(3) die Unterschiede zwischen klassischen und quanten- 
mechanischen Erwartungen in bezug auf die unelastisch gestreute 
Intensität größer ausfallen als in anderen Ablenkungswinkeln. 

Zur Vergleichung der verschiedenen theoretischen Er- 
wartungen für die unelastisch gestreute Elektronenmenge mit 
dem experimentellen Resultat wurden wieder die Flächen- 
inhalte der verschiedenen Kurven in der in $ 6 erwähnten 
Vergrößerung der Fig.3 durch Auszählen der Quadratmillimeter 


gewonnen. Es ergaben sich für die Kurven BR. 
nach Darwin... ....... 920 mm?, 
» Meller-Guth...... 500 mm?. 


Berücksichtigt man nun, daß die Inhalte der experimentellen 
Kurven, die sich, wie gesagt, zu 640—720 mm? ergaben, sicher 
obere Grenzen darstellen, so kommt man zu dem Schluß, daß 
die experimentellen Resultate eindeutig gegen die klassischen, 
also zugunsten der quantenmechanischen Erwartungen sprechen. 
Zu einer experimentellen Entscheidung zwischen den Er- 
wartungen der Mellerschen und der Mottschen Theorie reichen 
unsere Ergebnisse natürlich nicht aus. 

Schließlich seien noch die oben berichteten Resultate 
erörtert, daß bei den Metallfolien einerseits kein Maximum 
der unelastischen Streuung bei der Geschwindigkeitsanalyse 
beobachtet werden konnte, andererseits, daß die Winkelverteilung 
der unelastischen Stöße geringere Deutlichkeit der Maxima 
oder Minima zeigt, d.h. daß dort die von Gl. (1) geforderte 
Beziehung zwischen Ablenkungswinkel und Geschwindigkeit 
der unelastisch gestreuten Elektronen noch weniger erfüllt ist 
als beim Zelluloid. Wahrscheinlich hat man den Grund dafür 
darin zu suchen, daß bei same Atomen einerseits die 
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Kernfelder stärker sind, andererseits die Atomelektronen sich 
dichter am Kern befinden. Beide Ursachen haben die gleiche 
Wirkung, sie erhöhen die Größe und Wahrscheinlichkeit einer 
nach dem elastischen Zusammenstoß erfolgenden Elektronen- 
ablenkung am Kern. Daß Berylliumfolien sich bei unseren 
Versuchen ähnlich wie die Folien der schwereren Atome ver- 
hielten, ist wahrscheinlich auf die erwähnte Anwesenheit der 
Wolframatome zurückzuführen, welche sich natürlich infolge 
ihrer außerordentlich hohen Atomnummer gegenüber Beryllium 
bei Streuungsversuchen schon in geringsten Konzentrationen 
sehr stark bemerkbar machen müssen. Q 
Zusammenfassung 

1. Die Winkelverteilung schneller unelastisch gestreuter 
Elektronen zeigt in Ubereinstimmung mit Folgerungen aus in 
der einfachen Stoßmechanik mit zunehmendem Ablenkungs- kön 
winkel ein starkes Anwachsen der Streuintensität gegen senk- ver 
rechte Ablenkung hin. 

2. Das unerwartete Vorhandensein unelastischer Stöße fah 
nach rückwärts wird nachgewiesen und aus der Annahme Ve 
einer Zweifachstreuung (unelastische Streuung mit nachfolgender un 
Ablenkung am Kern) erklärt. + 

3. Die Geschwindigkeitsanalyse der am Einzelatom ge- de 
streuten Elektronen zeigt eine einheitliche Geschwindigkeit IV 
der elastisch gestreuten und eine inhomogene Geschwindigkeits- Ur 
gruppe der unelastisch gestreuten Elektronen. 2 

4. Die Geschwindigkeit des Maximums der im Ablenkungs- tei 
winkel 45° unelastisch gestreuten Elektronengruppe ist an- an 
genähert gleich der mit dem Kosinus des Ablenkungswinkels vi 
multiplizierten Primärgeschwindigkeit. 

5. Die Häufigkeit der unelastischen Streuungen bei 45° 
entspricht den Voraussagen der Quantenmechanik und steht 
im Widerspruch zu den klassischen Erwartungen. 

Zum Schluß möchte ich dem Direktor des Instituts für 
Experimentalphysik, Hrn. Prof. Dr. H. Rausch von Trauben- ve 
berg fiir das meiner Arbeit entgegengebrachte Interesse herz- ul 
lichen Dank sagen. dy 

Der Notgemeinschaft der deutschen Wissenschaft, welche R 
die Arbeit durch Leihgabe von Apparaten wesentlich unter- (Ü 
stützte, sei auch an dieser Stelle bestens gedankt. E 

nl 

Kiel, Physikalisches Institut der Universität. Im Juli 1932. sc 


(Eingegangen 3. August 1932) 
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Elektrisches und optisches Verhalten 


ren 
von Halbleitern. VIII 
der Ein Verfahren zur Messung lichtelektrischer Stréme 
ge 
in Halbleitern 
um 
nen Von Bernhard Schönwald 
| (Mitteilung aus dem Physikalischen Institut der Universität Erlangen) 
(Mit 16 Figuren) 
wie Ein Meßverfahren wird angegeben, mit dem lichtelektrische Ströme 
= in Kristallen trotz beträchtlicher Dunkelleitfähigkeit untersucht werden 
85- können. Das Verfahren wird auf Cu,O angewandt, außerdem werden 
nk- vergleichende Messungen an Selen mitgeteilt. 
Inhalt: L: § 1. Fragestellung. II. Meßanordnung und Meßver- 
iBe fahren: § 2. Anforderungen und ihre grundsätzliche Erfüllung; §3. Der 
me Verstärker; a) Verstärkertechnischer Anhang; § 4. Eichung des MeBb- 3, 
der verstärkers; a) Versuchstechnischer Anhang; §5. Meßverfahren zur | ar 
Untersuchung von Frequenzabhängigkeiten lichtelektrischer Wirkungen; — 
$6. Der Störspiegel; a) Experimentelle Möglichkeiten zur Verminderung = 
ge- des Störspiegels. — III. § 7. Bisherige Untersuchungen an Cu,0.— | 
eit IV. Lichtelektrische Primärströme im Cu,O: § 8. Das Material; § 9. u 3‘ 
its- Untersuchung der Intensitätsabhängigkeit; $ 10. Untersuchung der Feld- 
stärkeabhängigkeit; $ 11. Prüfung der Homogenität; $12. Untersuchung <a 
der Frequenzabbängigkeit; § 13. Untersuchung der spektralen Ver- — 
gs- teilung; a) Versuchstechnischer Anhang. — V. Vergleichende Messungen ‘ 
In- am Selen: $ 14. Untersuchung der Frequenzabhängigkeit; $15. Unter- => 
els suchung der Intensitätsabhängigkeit und Feldstiirkeabhiingigkeit. — 
[5° 
alt 
$1. Fragestellung 
für Wesentliche Züge der lichtelektrischen Leitung in ‘isolie- == 
ne renden Kristallen sind durch die Untersuchungen von Gudden 
rz- und Pohl und ihren Mitarbeitern bekannt.!) Danach vermögen M 
durch Licht freigemachte Elektronen das Kristallgitter n 
he Richtung der Feldstiirke bis zur Anode zu durchwandern PR N 
er- (Überschußleitung) und gleichzeitig kann von der Kathode her ei 
Ersatz eintreten (Ersatzleitung). Bei genügend hohen Span- | 
nungen und geeignetem Material kann in Spektralgebieten 
32. 


schwacher Absorption für jedes absorbierte Lichtquant die 


1) Gudden, S. 142 ff. 
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Wanderung eines Elektrons durch den Kristall festgestellt 
werden. Die lichtelektrische Elektronenwanderung kann leicht 
überdeckt werden durch ihre Folgeerscheinungen, die zum Teil 
vielleicht der StoBionisation in Gasen entsprechen. Infolge- 
dessen stehen diese durch das Licht hervorgerufenen Ströme 
in verwickelter gegenseitiger Abhängigkeit von Lichtintensität, 
Belichtungsdauer, Feldstärke u. a. und ein einfacher Zusammen- 
hang zwischen Lichtabsorption und Elektronenbewegung ist 
nicht mehr erkennbar. Die von Gudden und Pohl ver- 
wandten Meßverfahren und Kunstgriffe, nämlich Beobachtung 
der durch das Licht freigemachten Elektronen im Grenzwert 
für kleine Lichtmengen versagen, wenn der zu untersuchende 
Kristall schon im Dunkeln Leitfähigkeit hat, und zwar um 
so mehr, je größer die Dunkelströme im Vergleich zu den 
Lichtströmen sind. Dafür ist bei Kristallen mit Eigenleit- 
fähigkeit nicht mit dem in Isolatoren so störenden Auftreten 
von Raumladungen zu rechnen. Die bisherigen Untersuchungen 
lichtelektrischer Leitung in Halbleitern leiden mehr oder 
weniger darunter, daß nicht die Wanderung der vom Licht 
freigemachten Elektronen, sondern die erst in ihrer Folge 
auftretenden Leitfähigkeitsänderungen ermittelt wurden.!) Um 
zu brauchbaren Ergebnissen zu kommen, ist verschiedentlich?) 
versucht worden, durch Abkühlung die Dunkelströme so weit 
zu verkleinern, daß die lichtelektrischen Ströme von gleicher 


Größenordnung wurden; damit ist aber die Fragestellung ver- 


schoben. 
II. Meßanordnung und Meßverfahren : 


§ 2. Anforderungen an ein Meßverfahren — 
und ihre Verwirklichung 


Im folgenden sollen zunächst die Anforderungen an ein 
Meßverfahren zur Messung lichtelektrischer Ströme im Halb- 
leiter kurz durchgesprochen werden, und zwar für die be- 
sonderen, aber damit keineswegs einschränkenden Verhältnisse 
der Messung lichtelektrischer Ströme im Cu,O. Die Wider- 
stände der zur Messung geeigneten Stücke liegen zwischen 
10* und 10% Ohm. Bei den zweckmäßig benutzten Spannungen 
der Größenordnung 10 Volt liegen daher die Dunkelströme 
zwischen 1073 und 107° Amp. Nach den Erfahrungen von 


1) A.H.Pfund, z. B. Phys. Rev. VII. S.279. 1916; W.W.Coblentz, 
Bur. Stand. Sci. Pap. 16, S. 149. 1920 u.a. 
2) A.H. Pfund, a.a.0.: W.W.Coblentz, a.a. O.; K. H. Voigt, 
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Gudden und Pohl an isolierenden Kristallen sind licht- 
elektrische Ausbeuten zwischen 10° und 105 Amp./Watt zu 
erwarten. Für die Untersuchung spektraler Verteilung stehen 
nun selten mehr als 10% Watt monochromatischer Licht- 
intensität zur Verfügung; das bedeutet die Forderung, licht- 
elektrische Ströme der Größenordnung 1071! Amp. neben 
mindestens millionenfach größeren Dunkelströmen nachzu- 
weisen. Die bisher üblichen Verfahren zur lichtelektrischen 
Untersuchung von Halbleitern müssen bei diesen Forderungen 
versagen. Bei kleinen Dunkelströmen wurde mit versetztem 
Nullpunkt gearbeitet; größere Dunkelströme wurden kompen- 
siert oder es wurde mit der Brücke gemessen. Die haupt- 
sächlich beim Selen benutzten Brückenverfahren sind grund- 
sätzlich abzulehnen, da sie träge Leitfähigkeitsänderungen und 
nicht primäre lichtelektrische Ströme erfassen. 


Im folgenden wird ein Verstärkermeßverfahren entwickelt, 
mit dem es gelingt, die angegebenen Forderungen zu erfüllen. 
Die lichtelektrischen Ströme werden dabei von den gleich- 
zeitig fließenden Dunkelströmen dadurch getrennt, daß der 
lichtelektrische Strom bei Belichtung mit Wechsellicht als 
überlagerter Wechselstromanteil des Dunkelstroms auftritt. 
Diese vom Licht herrührenden Wechselstromanteile werden 
verstirkt.!) Die Trennung des Lichtstroms vom Dunkelstrom 
gelingt leicht mit Hilfe von Drosselspulen, die in den Weg 
des Dunkelstroms gelegt werden. Die vom wechselnden Licht 
herrührende Wechselspannung an der Drossel kann leicht 
so weit verstärkt werden, daß normale Zeigerinstrumente Ver- 
wendung finden können.?) 


1) Schon 1917 benutzte Case (Phys. Rev. 9. S. 305. 1917) zum 
Nachweis der Leitfähigkeitsbeeinflussung in Halbleitern durch Licht 
einen Verstärker. Er belichtete die zu untersuchenden Mineralien durch 
eine sich drehende Lochscheibe und hörte mit dem Verstärker die 
Stromschwankungen im Fernhörer ab. 


2) Ein grundsätzlich ähnliches Verfahren benutzte D. Ramadanoff 
(Phys. Rev. 37. S. 884. 1931) zur Messung und Trennung lichtelektrischer 
Ströme von den gleichzeitig aus den erhitzten Oberflächen austretenden 
wesentlich größeren glühelektrischen Strömen Das angegebene Ver- 
fahren wurde jedoch unabhängig von dieser Arbeit entwickelt und 
schon im Frühjahr 1931 wurden die ersten Messungen am Cu,O damit 
ausgeführt (B. Gudden, Erlanger Berichte 62. 1931). Kürzlich ver- 
öffentlichte L. Bergmann (Phys. Zschr. 33. S. 213. 1932) ein Verfahren, 
das ebenfalls unterbrochenes Licht und Verstärker benutzt. Es scheint 
aber über die Leistungen der Anordnung von Case nicht wesentlich 
hinauszugehen und zur Untersuchung lichtelektrischer Ströme unge- 
eignet zu sein. 
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6 oat Übersicht. Die Anordnung zerfällt in folgende Hauptteile: 
AR 1. Eine Lichtquelle für unzerlegtes oder zerlegtes Licht 
von meßbarer Intensität, durch eine Lochscheibe, die mit einer 


bestimmten Umdrehungszahl rotiert, gleichmäßig unterbrochen, 


2. Den Gleichstromkreis mit Kristallplatte, Spannungs- 
quelle, Strommesser für Dunkelstrom und Drossel. 


3. Den Eichkreis mit lichtelektrischer Zelle, Spannungs- 
quelle, Strommesser für Zellenstrom und derselben Drossel, 


4. Den Verstärker mit Meßinstrument für die Ausgangs- 
spannung. 


$3. Der Verstärker 


Den Gesamtaufbau des Meßverstärkers zeigt die Schal- 
tung Fig. 1. Die Lichtstromverstärkung ist proportional dem 


RE 034 


Inte Stulen 


Verstirkeranordnung fiir lichtelektrische Untersuchungen 
an Halbleitern ') 
g = 1-10° Ohm j = 3-10* Ohm 
h = 3-10° Ohm k =1-10* Ohm 
i=1-1® Ohm J=8uF 


wirksamen Eingangswiderstand und der Spannungsverstärkung. 
Unter der Lichtstromverstärkung wollen wir das Verhältnis 
Ausgangsspannung in Volt/Amp. Lichtstrom verstehen. Den 
Eingangswiderstand bestimmte hauptsächlich der induktive 
Widerstand einer Drosselspule von 30 Hy.?) Bei der ver- 


1) Versehentlich ist in der Zeichnung für die vorletzte Röhre 
(RE 064) eine eigne Gitterspannungszuführung weggelassen. 

2) Die Drossel hatte einen Gleichstromwiderstand von 80 Ohm, so 
daß nahezu die gesamte angelegte Spannung am Kristall lag. Die 
Selbstinduktion war bis zu Gleichstrombelastungen von etwa 100 mA 
konstant. 
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wandten Lichtfrequenz von 1500 Hz erreichte der Eingangs- 
widerstand einen Höchstwert von 3-105 Ohm. Die 
lineare Spannungsverstärkung betrug 10%, bzw. 11,5 Neper. 
Daraus ergibt sich die größte Lichtstromverstärkung zu 
3 Volt/1072° Amp. (In der Folge wird der Kehrwert dieser 
Verstärkungsziffer 3.101! Amp./Volt benutzt werden.) Durch 
Vergrößerung des induktiven Eingangswiderstandes die Ver- 
stärkung weiter zu steigern, hat nur dann Sinn, wenn der 
Kristallwiderstand den wirksamen Drosselwiderstand erheblich 
überschreitet. Weitaus öfter liegt der entgegengesetzte Fall 
vor, daß nämlich der Kristallwiderstand wesentlich kleiner ist 
als der Eingangs- 
widerstand. In die- 
sem Falle kann man 
eine Anpassung durch 
Ubertrager vorneh- 
men.') Ganz allgemein 
ist jedoch die Ver- 
stärkungsziffer abhän- 
gig von dem Kristall- 
widerstand, da der 
Kristall dem wirk- 

0* 
samen Eingangswider- unistellwiderstand 


Fig. 2 zeigt, wie der Fig. 2. Lichtelektrischer Strom für 1 Volt 
Ausgangsspannung in Abhängigkeit vom 
GCF Kristallwiderstand bei Verwendung einer 
kung des Lichtstromes Drossel im Verstärkereingang (Verstärker- 
dadurch vom Kristall- eichkurve) 
widerstand abhängig 
ist, und zwar zeigt Fig.2 diese Abhängigkeit vom Kristallwider- 
stand für die benutzte Drossel, während Fig. 3 dieselbe Ab- 
hängigkeit für einen Eingangsübertrager mit verschiedenen 
'bersetzungsverhältnissen darstellt. Nur für Kristallwider- 
stände, die erheblich größer sind als der Eingangswiderstand, 
ist die Verstärkung unabhängig von der Größe des Kristall- 
widerstandes. Im entgegengesetzten Fall sinkt die Verstärkung 
proportional mit dem Kristallwiderstand. In diesen Aussagen 
steckt nichts weiter als die allgemeine Forderung, daß der 
Widerstand eines Strommessers klein sein soll gegenüber dem 
Widerstand des Meßkreises. 


_ 1 Beim Abschluß dieser Arbeit wurde in den Eingangskreis des 
Verstärkers ein besonderer Eingangsübertrager eingebaut, dessen Eigen- 
schaften Fig. 3 zeigt. 
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Als Verstärker wurde ein 5-Röhren-Widerstandsverstärker 
aufgebaut; die Teile wurden so bemessen, daß ein Frequenz- 
band von 2 Zehnerpotenzen möglichst gleichmäßig hindurch- 
gelassen wurde, um im Bedarfsfalle Frequenzabhängigkeiten 
lichtelektrischer Wirkungen untersuchen zu können. (Vgl. § 5, 
12 und 14.) Alle notwendigen Angaben über die Größe der 
benutzten Einzel. 
teile enthält die 
Schaltung. Bei 
der vorliegenden 
Ausführung kann 
lediglich durch 

Übersteuerung 
der letzten Röhre 
eine Abweichung 
von der strengen 
Proportionalität 
eintreten. Daher 
lag im Gesant- 
anodenstrom ein 

Milliamperemeter, 

Fig. 3. Lichtelektrischer Strom für 1 Volt Aus- VOTSpannung der 
gangsspannung in Abhängigkeit vom Kristall- letzten Röhre 
widerstand bei Anpassung durch Übertrager Übersteuerungen 
durch Abweichung 

vom Ruhestromwert anzeigte. Diese Prüfung war in allen 
Fällen genügend empfindlich. Um der Gefahr der Über- 
steuerung zu entgehen, konnte die Verstärkung durch einen 
Spannungsteiler in der 2. Stufe herabgesetzt werden (vgl. § 3a). 

Die oben angegebene Höchstverstärkung wurde bei einer 
Belichtungsfrequenz von 1500 Hz erreicht. Bei dieser Frequenz 
lag das (durch den Gitterwiderstand der 1. Röhre etwas abge- 
flachte) Resonanzmaximum, das durch die Selbstinduktion der 
Drossel und die Wicklungs- und Schaltungskapazität hervor- 
gerufen wurde. Wie die Ausführungen des § 6 zeigen, wirkt 
sich die dadurch gegebene Benachteiligung anderer Frequenzen 
bei Messungen an Halbleitern nur günstig aus. 


D 


205 


10% 


a) Verstärkertechnischer Anhang 
Die starke Frequenzabhängigkeit erforderte eine möglichst gute 
Frequenzkonstanz bei der Messung. Da im Erlanger Institut zur da- 
maligen Zeit noch kein Wechselstrom zur Verfügung stand, konnte die 
Lochscheibe nicht mit Synchronmotor getrieben werden. Statt dessen 
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wurden Hauptstrommotoren mit Fliehkraftregler der Firma RGS. (Reiniger 
Gebbert & Schall, Erlangen) verwandt, deren Drehzahl hinreichend 
konstant war. 

Die Drosselspule und der Übertrager im Verstärkereingang mußten 
sorgfältig gegen die magnetischen Streufelder der Elektromotoren 
abgeschirmt werden. Gleichzeitig wurde damit eine magnetische Rück- 
kopplung des Ausgangsübertragers auf die Drosselspule im Verstärker- 
eingang verhindert. Die Abschirmung niederfrequenter magnetischer 
Felder erfordert eine Kompensation der Störfelder nach Amplitude und 
Phase. Eine allseitige Abschirmung der Drosselspule mit Eisenblech 
allein genügte nicht, da die Leitfähigkeit des Eisens offenbar nicht 
ausreicht, um die erforderliche Phasenverschiebung des Gegenfeldes zu 
erzeugen. Ein Kupferpanzer allein ist wegen der zu geringen Per- 
meabilitit des Kupfers bei diesen niedrigen Frequenzen unwirksam. 
Da uns kein Stoff gleichzeitig mit hoher ferromagnetischer Permeabilität 
und der hohen Leitfähigkeit des Kupfers zur Verfügung steht, wurde 
die Drosselspule in einen Abschirmkasten eingebaut, dessen Wände aus 
zusammengenieteten Eisen- und Kupferblechen bestanden, und zwar 
derart, daß zwei Eisenbleche zwischen drei Kupferbleche genietet wur- 
den. Dabei mußte sorgfältig darauf geachtet werden, daß der Eisen- 
schluß nach allen Seiten vollkommen war. Die Leistungen dieser Ab- 
schirmung genügten. 

Jede Röhre saß mit ihren Kopplungsgliedern in einem statisch ab- 
schirmenden Kasten, wie die Schaltung zeigt. Zur Vermeidung von 
Rückkopplung über den inneren Widerstand der Anodenbatterie wurden 
Gitter- und Anodenspannungen über Kapazitäts-Widerstandssiebketten 
zugeleitet. Für ihre Bemessung ist zu beachten, daß die Zeitkonstante 
C-W groß ist gegen die Schwingungszahl der untersten Frequenz des 
gleichmäßig übertragenen Frequenzbandes (W = 5-10*8; C= 2uF; 
1/CW=10 sec). Von einer Erweiterung des Frequenzbandes nach 
oben oder nach unten wurde aus wirtschaftlichen Gründen abgesehen, 
zumal die Erweiterung des Frequenzbandes nach oben nur auf Kosten 
der Gesamtverstärkung möglich ist. Zur Erweiterung des Frequenz- 
bandes nach unten hätten sowohl die Gitterkondensatoren als auch die 
Kondensatoren der Siebglieder vergrößert werden müssen. Es genügte 
jedoch vorerst der angeführte Frequenzbereich, um eine etwaige 
Frequenzabhängigkeit lichtelektrischer Wirkungen festzustellen. Die 
Ausgangsspannung wurde mit einem hochohmigen Drehspulvoltmeter 
(0—30 Volt) mit Cu,O-Gleichrichter (Gossen -Erlangen) gemessen. Der 
Ausgang wurde belastet mit einem Widerstand von 10* Ohm, dem zur 
akustischen Beobachtung ein Lautsprecher zugeschaltet war. 

Da es sich bei diesem Meßverstärker um reine Spannungsver- 
stärkung handelt, war es nicht nötig, eine Röhre größerer Leistung in 
der Endstufe zu verwenden, so daß auch der Batteriebetrieb wirtschaft- 
lich blieb. In der zweiten Stufe war durch Spannungsteilung die Mög- 
lichkeit gegeben, die Gesamtverstärkung in 5 bekannten Stufen herab- 
zusetzen. Bei der Anordnung wurde auch hier auf möglichst frequenz- 
unabhängige Regelung Wert gelegt. Da Handkapazitäten vermieden 
werden mußten, wurde mit einer festen Spannungsaufteilung gearbeitet 
und dem Gitterwiderstand wahlweise kleinere Widerstände zugeschaltet. 
Bei den angegebenen Daten ergaben sich die Regelstufen zu '/,.5; "/s; 
Yu Yin} Vs. Für die meisten Fälle genügte diese Meßbereicherweiterung 
um 1'/, Zehnerpotenzen. Durch freitragende Anordnung der Wider- 
on gelang es, die Beeinträchtigung der hohen Frequenzen gering 
zu halten. 
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§ 4. Eichung des Meßverstärkers 


Die üblichen Verstärkereichverfahren gestatten eine Messung 
der Spannungsverstärkung mit Hilfe besonderer Frequenzgenera- 
toren, liefern jedoch erst durch rechnerische Berücksichtigung 
des Verstärkereingangswiderstandes eine Antwort auf die Frage 
nach der Größe des Lichtstromes. Auf eine recht einfache 
und zuverlässige Art und Weise gelingt es jedoch, den Kehr- 
wert der Lichtstromverstärkung in Amp.-Lichtstrom/Volt-Aus- 
gangsspannung experimentell zu bestimmen. An Stelle des 
halbleitenden Kristalls vom Widerstand W wurde in den Gleich- 
stromkreis eine isolierende Vakuumphotozelle(AEG. Pz 1 = 1854))) 
mit einem Parallelwiderstand W geschaltet. Diese erhielt von 
einer regelbaren Zusatzlichtquelle Licht durch die gleiche Loch- 
scheibe, mit der die Messungen am Kristall vorgenommen 
wurden; der arithmetische Mittelwert des Stroms der Vakuum- 
photozelle konnte außerhalb des Verstärkers mit einem empfind- 
lichen Drehspulgalvanometer (Kipp und Zonen) gemessen werden. 
Er durchlief in gleicher Weise wie die Ströme im Halbleiter 
den Verstiirkereingang. Um die Verstärkung für Kristalle 
jeden Widerstandes zu bestimmen, wurden dem Verstärker- 
eingang Widerstände zwischen 10% und 10% Ohm, wie die 
Schaltung zeigt, parallel geschaltet. Auf diese Weise wurde 
die Eichkurve der Fig. 2 erhalten. 

Das Vorgehen bei dieser Eichung entspricht dem elektro- 
technischen Ersatzbild, das man von einem Halbleiter mit 
lichtelektrischer Wirkung aufstellen kann. Man ersetzt den 
Halbleiter durch einen Ohmschen Widerstand, dem eine iso- 
lierende Photozelle parallel geschaltet ist. 

Durch Prüfungen in Abständen von etwa je 3 Wochen 
wurde die Konstanz des Verstärkungsgrades geprüft. Da die 
Spannung der Anodenbatterie im Laufe der Monate langsam 
absank, war eine allmähliche Abnahme der Verstärkung zu er- 
warten. Es ergaben sich jedoch von Prüfung zu Prüfung jeweils 
nur einige Prozent Abweichung, die für diese lichtelektrischen 
Untersuchungen genügend klein blieben. Von der bei Meb- 
verstärkern sonst üblichen Pfeifpunkteichung wurde deshalb 
abgesehen. 

a) Versuchstechnischer Anhang 
Das Galvanometer im Photozellenkreis zeigt bei rotierender Scheibe 


den arithmetischen Mittelwert des pulsierenden Lichtstromes an. Ebenso 
zeigt das Voltmeter am Ausgang als Gleichrichterinstrument den arith- 


1) Wir haben für die Überlassung der Zelle Hrn. Dr. W. Kluge 
zu danken. 
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metischen Mittelwert an. Für eine genaue Messung sind jedoch folgende 
Bedingungen zu beachten: 


un. 1. Das Eichlicht und MeBlicht müssen die gleiche Frequenz be- 
sitzen. 

gung & 2. Das Eichlicht wie das MeBlicht dürfen keinen Gleichlichtanteil 

enthalten. 

fache 3. Eichlicht und MeBlicht müssen den gleichen Formfaktor be- 

ehr , sitzen, und die Oberfrequenzen müssen durch den Verstärker 

richtig wiedergegeben werden. 

AUS- 


d 1. ist dadurch gewährleistet, daß Eichlicht und MeBlicht die gleiche 
“es scheibe durchlaufen. 
eich- 2. u. 3. ließen sich durch entsprechende Ausblendungen verwirk- 
5.4) }) lichen. Zu 3. ist noch zu bemerken, daß auch bei ungleichmäßiger Ver- 
- von stärkung der hohen Frequenzen der Fehler, der durch das Wegschneiden 

h der Oberfrequenzen entsteht, klein gehalten werden kann, wenn der Licht- 
rs wechsel annähernd sinusförmig ist. Eine genügende Sinusförmigkeit 
ımen läßt sich leicht dadurch erreichen, daß man auf einer Kreisscheibe kreis- 
uum- runde Löcher vom Durchmesser a und dem gegenseitigen Abstande a 
find- vor einer quadratischen Blende von der Seite a rotieren läßt. Bei der 
rs praktischen Verwendung wurde die Lochscheibe vor dem Spalt des 

: D. Monochromators aufgestellt. In diesem Falle huscht über den Kristall, 
leiter der sich am Ausgangsspalt des Monochromators befindet, das Bild der 
Lochscheibe. Es ist nicht ohne weiteres sicher, ob bei dieser örtlich 
und nicht nur in der Intensität wechselnden Belichtung bei gleicher 
Lichtsumme das gleiche Ergebnis erwartet werden darf, wie wenn das 
auffallende Licht nur zeitliche Intensitätsschwankungen ausführte. Diese 
Frage wurde bei den Messungen am Cu,O durch den Versuch dahin 
entschieden, daß ein Unterschied in den beiden Belichtungsarten nicht 
nachweisbar war. Ein genau sinusförmiger Intensitätswechsel läßt sich 
nur in parallelen Lichtbündeln erreichen, wenn überdies die Abbildung der 
Lichtquelle auf dem Kristall liegt; durch die Notwendigkeit, auf einer 
Kreisscheibe etwa 20—100 Löcher anzubringen, ohne die Scheibe allzusehr 
zu vergrößern, ergibt sich bei gegebener Brennweite nur eine sehr kleine 
Öffnung. Diese schlechte Lichtausnutzung war der Grund, weshalb bei 
— am Monochromator von der genauen Sinusform abgesehen 
wurde. 


~~ 


a 


$5. Meßverfahren zur Untersuchung 

von Frequenzabhängigkeiten lichtelektrischer Effekte 

Die genaue Bestimmung der Frequenzabhängigkeit von 
lichtelektrischen Wirkungen bzw. ihrer Trägheit ist nach den 
üblichen Verfahren nicht einfach. Bei einer Aufnahme von 
Frequenzabhängigkeiten ist selbstverständlich zu fordern, daß 
das Ergebnis nicht durch irgendwelche zufälligen oder vor- 
gegebenen Frequenzabhängigkeiten der Schaltung oder des 
verwandten Meßinstrumentes beeinflußt werden darf. Durch 
ein Vergleichsverfahren ließen sich aber alle störenden 
Schwierigkeiten, die durch die Frequenzabhängigkeit der MeB- 
anordnung hereinkommen können, leicht umgehen. Da bei 
einer Vakuumphotozelle eine Frequenzabhängigkeit des Photo- 
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sind auf Nichtberücksichtigung der unvermeidlichen Aufbau- 
kapazitäten zurückzuführen), wurde die bereits im Verstärker 
für die Eichung vorgesehene Photozelle dazu benutzt, den 
frequenzunabhängigen Vergleichswert zu liefern. Dabei wurde 
wie folgt verfahren. Der zu untersuchende Kristall erhielt, 
durch die gleiche Lochscheibe wie die Photozelle einen aus 
einem parallelen Lichtbündel entnommenen Anteil des Lichtes, 
Dadurch wurde die Belichtung der Photozelle und des Kristalls 
mit Licht gleicher Kurvenform erreicht. Mit einem Umschalter 
wurde einmal der Kristall, ein andermal die Photozelle an den 
Verstärkereingang gelegt. Etwaige kapazitive Unterschiede 
wurden dadurch belanglos, daß dem Verstärkereingang ein 
Widerstand von 10% Ohm parallel geschaltet wurde, der auch 
bei allen benutzten Belichtungsfrequenzen bis zu 10* Hz klein 
war gegen die Impedanz des Verstärkereingangs. Zu Beginn 
der Messung regelt man die auftreffenden Lichtintensitäten so 
ein, daß Kristall und Photozelle bei etwa 100 Hz die gleiche 
Spannung am Verstärkerausgang liefern. Ist dann der licht- 
elektrische Strom abhängig von der Belichtungsfrequenz, be- 
steht im besonderen eine Trägheit, so muß der lichtelektrische 
Strom im Kristall gegenüber dem frequenzunabhängigen Photo- 
strom der Vakuumzelle zurückbleiben, wenn man die Be- 
lichtungsfrequenz größer wählt. In $ 12 und $ 14 werden der- 


artige Messungen der Frequenzabhängigkeit an Cu,O und Selen 
mitgeteilt. 


§ 6. Der Störspiegel 


Eine störende Fehlerquelle bei den Messungen an Halbleitern war 
die Höhe des Störspiegels.. Neben dem angesichts des hohen Ver- 
stärkungsgrades kaum vermeidbaren allgemeinen Störspiegel (Schrot- 
effekt der 1. Röhre, ~ 0,5 Volt) wurde bei den Messungen an Cu,()- 
Stücken usw. häufig ein so großer Störspiegel beobachtet, daB Messungen 
lichtelektrischer Ströme in spektral zerlegtem Licht bei ungünstiger 
Ausbeute des Kristalls nur ungenau oder auch gar nicht möglich waren. 
Da bei Verwendung von Dralowidwiderständen gleicher Größe und 
gleicher Belastung diese Störungen nicht über den allgemeinen Ver- 
stärkerstörspiegel hinausgingen, möchten wir unregelmäßige Strom- 
schwankungen im Halbleiter verantwortlich machen. Eine Untersuchung 
des Störspiegels mit einer Braunschen Röhre') zeigte, daß ein ziemlich 
kontinuierliches Frequenzspektrum bis zu Frequenzen von weit mehr als 
1000 Hz vorlag. Der Störspiegel äußerte sich akustisch im Lautsprecher 
als Rauschen, Brodeln und Stoßen, neben dem sich jedoch die Licht 
frequenz auch dann noch als hörbarer Ton abhob, wenn eine Messung 
mit dem Voltmeter am Ausgang nicht mehr möglich war. Dieser Stör- 
spiegel war übrigens unabhängig von der Belichtung und wuchs in 
einigen Fällen mit der Zeit, während er in anderen Fällen mit der Zeit 
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abnahm. Ganz allgemein läßt sich nur sagen, daß er mit Steigerung 
der Feldstärke mehr als proportional ansteigt. Beziehungen zur Leit- 
fähigkeit oder andere eindeutige Beziehungen konnten nicht festgestellt 
werden. 

Die Ursache der Stromschwankungen möchten wir nicht in den 
Kontakten sehen, da sie bei Versilberung der Endflächen im Vakuum 
und bei Platinkontakten nicht weniger auftraten, als bei zu metallischem 
Kupfer reduzierten Endflächen. Auch innere Übergangswiderstände im 
Kristallit können nicht verantwortlich gemacht werden, da Einkristalle 
kein grundsätzlich anderes Verhalten zeigten. Die absolute Größe des 
Störspiegels war von Stück zu Stück verschieden und schwankte zwischen 
10-1! und 10”? Amp. für die Einheit der Feldstärke. Es ist nicht ge- 
lungen, diese störende Erscheinung zu beseitigen oder aufzuklären. 


a) Experimentelle Möglichkeiten zur Verminderung 
des Störspiegels 


Es liegt nahe, den Störspiegel für die Messung dadurch unschäd- 
lich zu machen, daß man alle anderen Frequenzen außer der Belichtungs- 
frequenz benachteiligt. Dies geschah bei den nachfolgenden Messungen 
in gewissem Umfang z. B. dadurch, daß die Belichtungsfrequenz auf das 
Resonanzmaximum des Eingangskreises gelegt wurde. Man hätte weiterhin 
daran denken können, diese Frequenzsiebung in den eigentlichen Ver- 
stirkerteil zu legen, etwa durch entsprechende Bemessung das über- 
tragene Band zu verschmälern oder gar mit abgestimmten Drosseln oder 
Übertragern als Kopplungsgliedern zu arbeiten. Doch wäre dann der 
Verstärker für andere Zwecke, z. B. zur Untersuchung der. Frequenz- 
abhängigkeit unbrauchbar. Es wurde deshalb davon abgesehen, die 
Frequenzsiebung in dem Verstärker selbst vorzunehmen. Dagegen 
wurden Versuche mit Siebketten, die nur ein schmales Frequenzband 
um 1500 Hz durchließen, ausgeführt. Da jedoch die Wellenwiderstände 
der Siebketten klein waren, ließ sich keine günstige Anpassung unter 
Vermeidung von Übertragern durchführen und man hätte einen Verlust 
an Verstärkungsgrad in Kauf nehmen müssen. Um nicht noch einen 
Endverstärker benutzen zu müssen, wurde von dieser Möglichkeit für 
die nachfolgenden Messungen noch kein Gebrauch gemacht.') 


II. 

Fr 8 7. Bisherige Untersuchungen am Cu,O 
Die erste Beobachtung und Untersuchung der Lichtwirkung 

auf die elektrische Leitung in Cu,O stammt von A. H. Pfund?) 
1916. Seine Untersuchung beantwortet jedoch nicht die Frage 
nach der Natur der inneren lichtelektrischen Wirkung im 
Cu,0, da Pfund nicht lichtelektrische Primärströme, sondern 
ihre Folgeerscheinungen in der Änderung der Leitfähigkeit 
beobachtet. Er benutzte Stanniolkontakte auf Flächen, die mit 
Königswasser geätzt waren; dabei können nach unseren heutigen 


1) Die für die Siebkette benötigten Pupinspulen verdanken wir dem 
freundlichen Entgegenkommen der Firma Felten & Guillaume, Karls- 
werk. Wir sprechen dafür unseren besten Dank aus. 

2) A.H. Pfund, Phys. Rev. 
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Kenntnissen Sperrschichten hervorgerufen werden. In der Tat elekt 

findet Pfund am Cu,O, wie vorher am Selen, eine Abweichung § ™*' 
vom Ohmschen Gesetz. Nun ist aber sichergestellt, daß Ab. 
weichungen vom Ohmschen Gesetz dem Cu,O als solchem 
nicht eigen sind, sondern nur durch eine nicht einwandfreie 
Art der Kontaktgebung vorgetäuscht werden.’) Pfund findet 

auch keine Proportionalität zur Lichtintensität, woraus hervor- § lassi 

geht, daß er keine Primärströme untersuchte. Er legte der § mm- 

Auswertung seiner Messungen im zerlegten Licht die früher am Absc 

Selen gefundene Intensitätsabhängigkeit zugrunde, wonach das trisc 

Quadrat der Wider- Wie 

standsänderung der # strör 

Intensität proportio- # Die 

nal ist. Die von herg 

Pfundgegebenespek- platt 

trale Verteilung(Fig.4) # 15x 

bezieht sich somit auf # Cu,( 

„Sekundärströme“ und dien‘ 

| 9 hat daher mit der § geda 

wr eigentlichen lichtelek- Da 

trischen Wirkung we- § nich 

nig gemein. Z.B. ist schie 

| ers der von ihm beobach- § zug 

tete Anstieg der Wir- B vwurc 


@ kung ins Ultraviolet 


kennzeichnend fiir Se- 

Fig. 4. Spektrale Verteilung der inneren licht- kundärströme.?) ‚Das 

elektrischen Wirkung im Cu,O wahre lichtelektrische 

nach A.H.Pfund (Phys. Rev. VII. S.295. 1916) Maximum bei 0,63 u 

bei zwei Temperaturen tritt in den Pfund- 

schen Messungen bei 

Zimmertemperatur sehr zurück. Bei tiefer Temperatur (— 127°C) 

nimmt der Sekundärstrom stark ab, und das Maximum an der 

Absorptionskante tritt in Erscheinung. Eine spätere Unter- 

suchung von V. P. Barton’) geht in bezug auf den inneren 

lichtelektrischen Effekt im Cu,O nicht wesentlich über die von 

A.H. Pfund hinaus. Für sie, wie für die Arbeit von 

W. W. Coblentz*) gilt das gleiche, was von der Pfundschen 
gesagt wurde. Eine neue Untersuchung des inneren licht- } 


1) E. Engelhard u. B. Gudden, Ztschr. f. Phys. 70. S. 701. 1931. 
2) B. Gudden u. R. Pohl, Ztschr. f. Phys. 18. S. 201. 1923. 
3) V.P. Barton, Phys. Rev. 23. Nr. 3. 1924. 

sur. Stand. Sei. Pap. 18. 8. 60 
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elektrischen Effektes erschien daher angebracht. Sie wurde 
mit dem neuentwickelten Verstärkermeßverfahren durchgeführt. 


IV. Lichtelektrische Primärströme im Cu,0 
§ 8. Das Material 


Cu,O hat einen hohen Brechungsindex (n = 2,8 im Durch- 
lässigkeitsbereich '), ist im kurzwelligen Ultrarot bis 0,63 u in 
mm-Schichten durchlässig und zeigt unterhalb 0,6 u metallische 
Absorption. Das ließ von vornherein eine innere lichtelek- 
trische Wirkung an der Absorptionskante bei 0,63 u erwarten. 
Wie § 13 zeigen wird, ist es gelungen, lichtelektrische Primär- 
ströme im Cu,O mit einem Maximum bei 0,63 u festzustellen. — 
Die untersuchten Cu,O-Stiicke waren von EK. Engelhard?) 
hergestellt. Sie sind gewonnen durch Oxydation von Kupfer- 
platten. Die Cu,O-Platten hatten die ungefähre Größe von 
15x10x 1mm. Die spezifische Leitfähigkeit der untersuchten 
Cu,0-Stücke war Ohm“! cm-!. Als Elektroden 
dienten Silberschichten an den Endflächen, die im Vakuum auf- 
gedampft waren. Alle Platten wurden im Querfeld*) untersucht. 
Da die Ergebnisse an einem Cu,O-Einkristall (11 x 6,5 x 1mm) 
nicht von denen am Kristallit gewonnenen wesentlich ver- 
schieden waren, wurden die Messungen an den viel leichter 
zu gewinnenden Kristalliten ausgeführt. Sperrschichtwirkungen 
wurden infolge einwandfreier Kontaktgebung nicht beobachtet. 


§ 9. Prüfung der Intensitätsabhängigkeit 


Um über die Natur der beobachteten Lichtwirkungen Aus- 
sagen machen zu können, ist es von Bedeutung, die Abhängig- 
keit von der Intensität, Feldstärke und von der Belichtungs- 
frequenz zu untersuchen. Die lichtelektrischen Ströme wurden 
stets, auch im Bereich großer Intensitäten, proportional der 
Lichtintensität gefunden. Eine solche Messung mit einer 
Intensitätsveränderung 1:120 zeigt Fig. 5. Als Strahlungs- 
quelle diente dabei die Wolframpunktlichtlampe; die Licht- 
schwächung erfolgte durch Netzblenden. Unter Zugrundelegung 
der bekannten spektralen Verteilung der Emission von W olfram‘) 
bei 2800° abs., der Quarzabsorption und der spektralen Ver- 
ung der lichtelektrischen Wirkung im Cu,O dürften etwa 


\. Völkl, Ann. d. Phys. [5] 14. S. 210. 1932. 
. Engelhard: erscheint demnächst in den Ann. d. Phys. 
.Gudden, Lichtelektrische Erscheinungen. Springer, Berlin, 


4) Wien-Harms, Handbuch der Experimentalphysik XI. 3. S. 85 
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gegenüber nicht mehr bemerkbar, und man könnte daran 
denken, nunmehr die Feldstärke weiter zu steigern. Aber die 
Erwärmung des Kristalls beim Anlegen einer größeren Spannung 
kann so bedeutend sein, daß höhere Spannungen nur kurz- 
zeitig angelegt werden dürfen. Z. B. wird bei einem Kristall- 
widerstand von 10% Ohm und einer Spannung von 100 Volt 
eine Leistung von 1 Watt im Kristall als Wärme vernichtet. 
Da der Widerstand des Cu,O, wie der der meisten Halbleiter 
bei Erwärmung sehr stark abnimmt!), bildet sich bei derartigen 
Spannungen infolge mangelnder Wärmeableitung kein stationärer 
Zustand in der Nähe der Zimmertemperatur mehr aus. 

Um bei einer etwaigen Widerstandsänderung des Kristalls 
durch Temperaturerhöhung nicht eine Änderung des Verstär- 
kungsgrades berücksichtigen zu müssen, wurde mit dem vor- 
gesehenen Wahlschalter dem Verstärkereingang ein Wider- 
stand parallel geschaltet, der mindestens um eine Zehner- 
potenz kleiner war, so daß die Änderung des Kristallwidr-- 
standes nicht ins Gewicht fiel. we 


§ 11. Prüfung der Homogenität 
Bei Belichtung eines ganzen Cu,O-Stiickes wird lediglich __ 
ein Mittelwert erhalten, wenn die örtliche Verteilung der Aus- fen} 
beute starke Schwankungen aufweist. Die aus diesem u 
ziehenden Schlußfolgerungen könnten erheblich dadurch be- _ 
einträchtigt werden, daß die Ergebnisse nicht an homogenem 
Material gewonnen wurden. Es war daher wichtig, beim Cu,O oy 
eine genaue Untersuchung etwaiger örtlicher Verschiedenheit 
einzelner Kristallbezirke anzustellen. Eine vom Isolator her 
bekannte Abhängigkeit?) der Ausbeute von dem Ort der Be- 
lichtung infolge der ungleichen Verschiebungswege der Ladungen Ben: 
kommt anscheinend beim Halbleiter nicht in Frage. Zahlreiche ir 
Versuche ergaben nämlich die Unabhängigkeit der örtlichen 
Verteilung der Ausbeute vom Vorzeichen des Feldes. Dagegen = 
ist sowohl beim Isolator (ZnS)*) wie beim Halbleiter (MoS,, ‘ Br: 
Ag,S)*) mehrfach beschrieben, daß die lichtelektrische Aus- _ 
beute von Bezirk zu Bezirk große Schwankungen aufweist. 
Auch an zahlreichen Cu,O-Proben wurde dieselbe Erfah- 
rung gemacht. Die Ergebnisse an einem ausgemessenen Stück 
ohne erkennbare Besonderheiten werden im folgenden mitgeteilt. 


E 


= 


1) W. Vogt, Ann. d. Phys. [5] 7. 8. 183. 1930. > 
2) B. Gudden, Lichtelektrische Erscheinungen, 8.15. = 
3) B. Gudden u. R. Pohl, Ztschr. f. Phys. 7. S. 68. 1921. 
4) W. Coblentz, Bull. Bur. Stand. 15. S. 140. 1919. 
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Es wurde das Cu,O-Stück von rund 1 cm? Fläche mit 
einem Lichtfleck von etwa 3 mm? Größe abgetastet, und 
zwar für die beiden wichtigsten Absorptionsgebiete um 0,63 u 
und 2 u. Fig. Ta zeigt die große örtliche Verschiedenheit 
der Ausbeute, die dabei beobachtet wurde. Es fällt auf, daß 
für die ultraroten Wellen die Verteilung für Vorder- und 
Rückseite befriedigend übereinstimmt, während für die roten 
Wellen befriedigende Übereinstimmung nicht besteht. Der 
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= Fig. 7a. Die örtliche Verteilung der lichtelektrischen Ausbeute 
beobachtet über einem Cu,O-Kristallit (12 x 8 x 1 mm) 
Links: Vorderseite Rechts: Rückseite 
Oben: .für 0,6 u Unten: für 2 u 
Mittelwert links oben: 7,8-10”* Amp. rechts oben: 1,4-10~* Amp. 


= Ae Mittelwert links unten: 2,6-10~* Amp. rechts unten: 1,9-10~* Amp. 
u = Die Zahlen an den Höhenschichtlinien in Fig. 7a—c 
a er bedeuten die Abweichungen in Prozenten vom Mittelwert 

Grund dafür liegt sicher darin, daß die Wellen um 2 yp nicht 


nur wesentlich weniger absorbiert, sondern auch in dem Kri- 
stallit weniger gestreut werden, so daß die Ultrarotmessung 
einen Mittelwert über die ganze Kristalltiefe (von etwa 1 mm) 
liefert, während beim roten Licht die Eindringungstiefe wesent- 
lich geringer ist. Zur Entscheidung, ob hier Unterschiede der 
optischen Absorption oder der elektrischen Feldstärke wesent- 
lich sind, wurde die Verteilung der Feldstärke aufgenommen 
(Fig. 7b. Dazu wurde mit einem Saitenelektrometer der 
 Spannungsverlauf über dem Kristall festgestellt. Wie Fig.7b 
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Wert und ihre Verteilung ist auch bei Vorder- und Rückseite 
etwas verschieden. 

Diese Unterschiede der Feldstärke reichen aber nicht 
entfernt aus, die Ausbeuteunterschiede zu erklären. Fig. 7c 


ab a 


Fig. 7b: Die örtliche Verteilung der Feldstärke 
=i beobachtet über einem Cu,O-Kristallit 
Hine Vorderseite Rechts: Riickseite 


Mittelwert fiir beide Seiten: 8 Volt/em 


c@ 


a6 
Fig. 7e. Die örtliche Verteilung der lichtelektrischen Ausbeute 
> bezogen auf gleiche örtliche Feldstärke, 
beobachtet über einem Cu,O-Kristallit 
Links: Vorderseite Rechts: Rückseite 
Oben: für 0,6 u Unten: für 2 u 
Mittelwerte für 1 Volt/em: 
Links oben: 9,75-10~° Amp. Rechts oben: 2,75-10~° Amp. 
Links unten: 3,25-10—° Amp. Rechts unten: 2,4 -10~° Amp. 


zeigt, daß auch auf gleiche örtliche Feldstiirke bezogen, noch 
beträchtliche Unterschiede bestehen. Dies zusammen mit der 
Tatsache, daß die Ausbeuteverteilung für 0,63 a (auch nicht 
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im Mittel für Vorder- und Rückseite) und 2 « nicht gleich. 
laufen, beweist, daß örtliche Schwankungen der optischen Ab- 
sorption auch im Falle des Cu,O maßgebend sind.!) Darüber 
hinaus lehrt das verschiedene Verhalten von Ultrarot und 
Rot, daß diese beiden wirksamen Absorptionen in keinem 
konstanten Verhältnis stehen, also vielleicht ganz unabhängig 
voneinander sind. 

Auch beim Cu,O-Einkristall bestand keine konstante Aus- 
beute über die ganze Fläche. Das Erkennen der wirksamen 
Unterschiede der optischen Absorption ist mit dem Auge nicht 
möglich. Die für die Unterschiede in der lichtelektrischen 
Wirkung verantwortlich zu machende Absorptionsänderung ist 
sehr klein und wohl nur im streng monochromatischen Licht 


erfaßbar. 


§ 12. Untersuchung der Frequenzabhängigkeit. 


Die Intensitätsproportionalität und die Proportionalität 
mit der Feldstärke sprachen dafür, daß mit den Verstärker- 
messungen im ÜCu,O lichtelektrische Primärströme erfaß 


4 
Cu20 

9 :3:10#0hm cm 


500 70 10 2000 3000 3000 Hertz 104 
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Fig. 8. Frequenzabhingigkeit der lichtelektrischen Wirkung in Cu,0 


wurden. Die Messung der Frequenzabhingigkeit gibt einen 
weiteren Anhalt dafür. Zwei der nach $5 aufgenommenen 
Kurven sind in Fig. 8 mitgeteilt. Die Kurven zeigen bis zu 
etwa 2000 Hz Lichtwechsel kein nennenswertes Absinken der 
lichtelektrischen Ströme im Cu,O. Um 2000 Hz setzt dann 


ein mehr oder weniger starker Riickgang ein. Bei 5000 Hz 
Fas liegt der Wert je nach Kristall und Feldstärke bei 10—20°/, 
: unter dem ursprünglich gleichen, frequenzunabhängig ange- 
— 


1) Beim ZnS sind optische Unterschiede nachgewiesen. 


Bs 
= Ste 
abg 
zah 
Fre 
die 
dere 
zeig 
Sei, 
sich 
erk] 
der 
| Bei 
steh 
heit 
den 
im 
wi - ; die 
De 1 olt/em hc und 
tron 
— 
förı 
(2) 
Dar 
i (3) 
Am) 
1 


B.Schönwald. Meßverfahren f. lichtelekir.Stréme in Halbleitern 418 


. Ab- — nommenen Strom der Vakuumphotozelle. Von einer weiteren 
rüber Steigerung der Belichtungsfrequenz bis auf etwa 10* Hz mußte 
und abgesehen werden, da die dazu erforderlichen hohen Umdrehungs- 
inem zahlen der Lochscheibe die Aufstellung beeinträchtigten. Die 
ängig § Frequenz wurde stroboskopisch gemessen. 
Die Deutung der Kurven spricht ebenfalls eindeutig gegen 
Aus- die Annahme von Sekundärströmen, denn Sekundärströme, 
amen deren Trägheit sich nur in kleineren Zeiten als !/,. Sek. 
nicht zeigen sollte, sind beliebig unwahrscheinlich. Dagegen läßt 
schen sich das Absinken des Stromes oberhalb 2000 Hz zwanglos 
ig ist erklären durch die Annahme einer bestimmten Lebensdauer 
Licht der lichtelektrisch im Kristall gebildeten Leitungselektronen. 
Bei Belichtung werden die Elektronen zwar trägheitslos ent- 
stehen, aber bei Wegnahme der Belichtung keineswegs träg- 
heitslos durch Wiederanlagerung verschwinden. Am isolieren- 
lität den Kristall wurden von W.Flechsig!) bei Primärströmen 
rker- im ZnS derartige Abklingzeiten der Größenordnung 107? Sek. 
rfaßt in unmittelbarer Messung gefunden. Bei der Verstärkermessung 
am Halbleiter bietet die Aufnahme der Frequenzabhängigkeit 
die Möglichkeit, diese Abklingzeit zu bestimmen. 

Unter der einfachen Annahme, daß die gebildeten Licht- 
elektronen n eine mittlere Lebensdauer von 1/b Sek. besitzen 
und die Anzahl der in der Zeiteinheit verschwindenden Elek- 
tronen proportional den vorhandenen ist, ergibt sich bei sinus- 
förmiger Belichtung folgender Ansatz: 


(1) + sin wt) — bn; 
dt 
A A = Scheitelwert der Lichtvariation. 
Die Lösung dieser Differentialgleichung für den stationären 
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der Frequenz. Wenn wir für die Verteilung der Lebensdauer 
ein einfaches Wahrscheinlichkeitsgesetz annehmen, so wird der 
Abfall bei hohen Frequenzen etwas abgeflacht sein. Das Ab- 
sinken erfolgt dann weniger als proportional mit der Frequenz, 
wie z. bei der Untersuchung am Selen in § 14 gefunden wurde, 


1 
Wenn man den gemessenen Verlauf bis auf “— 70°), 


extrapoliert, ergibt sich fiir die Lichtelektronen im Cu,O unter 
Benutzung von (3) eine mittlere Lebensdauer von 1,6- 10-5 
bis 2,3- 10-5 Sek. 

Für „Sekundärströme“ haben J. Runge und K. Sewig)) 
unter Annahme von mittelbar durch das Licht hervorgerufenen 
Gitterstörungen formal den gleichen Ansatz benutzt, um das Er- 
gebnis mit der gemessenen Frequenzabhängigkeit von Thallofid- 
zellen zu vergleichen. 

Die aus Oszillogrammen entnommene Frequenzabhängig- 
keit ist dabei in guter Übereinstimmung mit der nach der 
Formel (3) zu erwartenden. 

Es ist also wohl zu beachten, daß nicht durch den Ver- 
lauf einer Frequenzabhängigkeit allein entschieden werden 
kann, ob es sich um Sekundär- oder Primärströme handelt. 
Nur die absolute Größe von b läßt erkennen, ob es sich um 
die Lebensdauer der Primärelektronen im Halbleiter oder um 
die Lebensdauer sekundärer Gitterstörungen im Halbleiter (wie 
bei J. Runge und K. Sewig) handelt. 


§ 13. Untersuchung der spektralen Verteilung 


Da zwischen der auffallenden Lichtintensität und dem 
Lichtstrom Proportionalität bestand, konnte die spektrale Ver- 
teilung der inneren lichtelektrischen Wirkung im Cu,O quanti- 
tativ gemessen werden. Fig. 9 A—C bringt drei bezeichnende 
Bilder der spektralen Verteilung im Cu, 0, die bei der Unter- 
suchung am ÜCu,O stets wiederkehren. Und zwar entfielen 
auf Bild A 6, auf Bild B 11 und auf Bild C 35 von 52 unter- 
suchten Stücken. Selbstverständlich fanden sich auch mannig- 
fache Übergänge zwischen diesen 3 Bildern. Außer dem zu 
erwartenden Maximum an der Absorptionskante wurden zwei 
weitere Maxima gefunden bei 0,8 u und bei 2 u, deren absolute 
Größe von Probe zu Probe stark schwankte. Das Maximum 
bei 0,63 u bzw. 1,96 # ist das für die innere lichtelektrische 
Wirkung kennzeichnende an der Absorptionskante. Es ent- 
spricht dem von Pfund bei tiefer Temperatur beobachteten 


1) J. Runge u. K. Sewig, Ztschr. f. Phys. 62. S. 7, 2 
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Maximum. Es war bei allen Cu,O-Proben vorhanden, wenn es 
zum Teil auch an der Grenze der Nachweisbarkeit lag. Seine 
absolute Größe schwankte zwischen Amp./Watt 
für die Einheit der Feldstärke und rund 1 cm Leitungsbahn. 
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Fig. 94—C. Spektrale Verteilung der lichtelektrischen Wirkung in Cu,O 
in drei charakteristischen Beispielen 


Die größte bisher erreichbare Ausbeute dürfte in der Größen- 
ordnung von 10? Amp./Watt liegen (für eine gut anwendbare 
Feldstärke von rd. 50 Volt/cm). 

Das Maximum bei 0,8 „ bzw. 1,5 # ist auf eine bisher 
unbekannte Absorption zurückzuführen. Es ist unwahrschein- 
lich, daß sie dem Cu,O angehört, da nicht bei allen unter- 
suchten Cu,O-Kristallen lichtelektrische Wirkung bei 0,8 u 
auftrat. Am Einkristall konnte ein Effekt bei 0,8 w nicht fest- 
gestellt werden. Die beobachtete lichtelektrische Wirkung dem 
CuO zuzuschreiben, konnte auch durch lichtelektrische Unter- 
suchungen am oxydulfreien CuO nicht glaubhaft gemacht werden. 
Die absolute Größe des 0,8-u-Maximums stieg bei einigen Kri- 
stallen bis auf 2.105 Amp./Watt für die Einheit der Feld- 
stärke und erreichte damit oft die Größe des 0,63-u-Maximums, 
jedoch wurde dies Maximum an der Absorptionskante niemals 
dadurch verdeckt. Bei starker 0,8-u-Wirkung wurde eine 
kleine Verschiebung des Maximums an der Absorptionskante 
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beobachtet (bis 0,645 u), die vielleicht auf eine Uberlagerung 
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der beiden Absorptionsgebiete hinweist. 
Bei 0,62 # bzw. 2 u findet sich ein weiteres für Cu,0 
kennzeichnendes Maximum lichtelektrischer Wirkung. Es wurde 


bei dieser Untersuchung erstmalig beobachtet. 


Daß es den 


anderen Beobachtern entgangen war, liegt hauptsächlich daran, 
daß die Ausbeute teilweise sehr klein ist, und daß z. B. Pfund)) 
Wasserfilter zur Abhaltung der „Wärmestrahlen“ benutzte, 
Diese neue, ultrarote, Absorptionsbande im Cu,O erstreckt sich 


lu, - 11-105 Ohm cm 
= 775 Volt/cm 


IM ®-Amp /Watt 


Fig. 10. Spektrale Verteilung der 
lichtelektrischen Wirkung in Cu,O 
im Ultraroten 
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von 1# bis ~ 0,3# mit 
einem Maximum bei 0,62 F, 
Auf Grund der dort ungiinsti- 
gen Energie- und Ausbeute- 
verhältnisse ließ sich nur an 
wenigen Kristallen der ge- 
naue Verlauf der spektralen 
Verteilung bestimmen. Eine 
genügend gesicherte Ausmes- 
sung der spektralen Verteilung 
der lichtelektrischen Wirkung 
um 24 zeigt Fig. 10. Auf den 
Zusammenhang der lichtelek- 
trischen Wirkung im Ultraroten 
und der Leitfähigkeit kann an 
dieser Stelle nicht eingegangen 
werden. Diese Fragen werden 
in einer folgenden Veröffent- 
lichung im Zusammenhang mit 
anderen Ergebnissen erörtert. 


Die absolute Größe des 2-u-Maximums betrug 105 Amp./Watt 


bis 10=® Amp./Watt für die Einheit der Feldstärke. 


Versuchstechnischer Anhang 


Fiir die spektralen Untersuchungen zwischen 0,5 und 1p 
wurde ein Quarzdoppelmonochromator benutzt. 


Für Unter- 


suchungen bis 4u stand ein Sylvinmonochromator mit Wads- 
wortheinrichtung und Spiegeloptik zur Verfiigung.?) Die 
Eichung der Apparaturen erfolgte in bekannter Weise durch 


ar 


1) A.H. Pfund, a.2.0. | 
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2) Den Sylvinmonochromator verdanken wir dem freundlichen Ent- 
gegenkommen von Hrn. Prof. Dr. R. W. Pohl, Göttingen, der damit diese 


Untersuchung ermöglichte. 
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die Absorptionsstreifen von H,O und ©,H,"), NH,C1, CO,. 
Zur Eichung wurden folgende Eichpunkte verwandt: 


H,0 0,984; C,H, 1,424; H,O 1,47u; C,H, 


H,O 1,984; C,H, 2,494; CO, 2,7 u; H,O 2,97%; 
NH,C1 3249; CO, 427 u. 


Die gemessenen Eichkurven stimmten mit den aus der 
Dispersion berechneten überein. Als Strahlungsquellen dienten 
batteriegespeiste Nernststifte. Vor jeder Messung wurden die : 
Energiekurven der Monochromatoren aufgenommen und ihre 
Konstanz geprüft. Die Anordnung der beiden Monochromatoren 
war so getroffen, daß der zu messende Kristall durch Ver- I; 
schieben des Meßverstärkers bequem vor einen der beiden : 
nebeneinanderliegenden Ausgangsspalte gebracht werden konnte. ; 
Für die beiden Maxima bei 0,63 und 0,8 u bestand damit eine 
bequeme Möglichkeit zur Nachprüfung der gemessenen spektralen 
Verteilung. Für das Maximum bei 24 bestand diese Mög- 
lichkeit nicht, weil die Energie der Quarzapparatur um 100mal 
kleiner war als die Energie des Sylvinmonochromators für das 
Gebiet des ultraroten Maximums bei 24. Die maximale Spalt- 
breite des Sylvinmonochromators betrug, in Voltelektron an- 
gegeben, maximal 0,14# und war, auf den Voltelektronmaß- 
stab bezogen, annähernd konstant. ron 


V. Vergleichende Messungen am Selen 
§ 14. Untersuchung der Frequenzabhängigkeit 


Die neuentwickelte Verstärkermessung wurde schließlich 
auf ein sicheres Beispiel sekundärer Lichtwirkung, nämlich 
Selen in der technischen Modifikation der Selenzellen, an- 
gewandt.*) Die größte Ausbeute im roten Licht wurde mit dem 
Verstärker (Belichtungsfrequenz 1500 Hz) zu 5-10 Amp./Watt 
bestimmt. Dagegen betrug der träge Dunkelstromzuwachs im 
Licht der Intensität von 10-2 Watt (unzerlegt) 5-10—5 Amp., 
so daß sich für diese Intensität und diesen trägen Dunkel- 
strom eine 1000 mal größere Ausbeute von 5-10”? Amp./Watt 
ergab. Die Abklingzeit dieses trägen Sekundärstromes konnte 


1) Th. Dreisch, Ztschr. f. Phys. 30. S. 200. 1924. 

2) O. Reinkober, Ann. d. Phys. 5. S. 192. 1921. 

3) Das Selen wurde erhalten durch Tempern von isolierendem Selen 
(v. Merck) bei 200°C. Der spezifische Widerstand betrug 10° Ohm/em. 
Die Abmessungen waren 12x10x1,5 mm. Die Angaben beziehen sich 
auf eine Feldstärke von 150 Volt/em, falls nichts anderes vermerkt wird 
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unmittelbar gemessen 
werden; sie betrugrund 
2Sek. Es war daher 
wertvoll, Frequenzab- 
hängigkeit und Inten- 
sitätsabhängigkeit zu 


untersuchen. Fig. 11 
zeigt für den be- 
schränkten Bereich 


von 300—5000 Hz 
die Frequenzabhängig- 
keit, die an der tech- 
nischen Selenmodifi- 
kation erhalten wurde, 
Im Gegensatz zu den 
mitgeteilten (u,O- 
Kurven zeigt die Sefen- 
kurve ein gleichmäßi- 
ges Fallen desStromes 
mit steigender Belich- 
tungsfrequenz. 

Führt man für 
den trägen Lichtstrom 
eine Abklingzeit for- 
mal nach § 12 ein, so 
läßt sich die vollstän- 
dige Frequenzabhän- 
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als der offensichtlich von Sekundärströmen herrührende Strom- 
zuwachs mit der Abklingzeit von 2 Sek.’) 

Im Gegensatz zu der Frequenzkurve des technischen Selens 
zeigt die Frequenzkurve einer Selensperrschichtzelle?) den Primär- 
stromcharakter der Sperrschichtphotoströme (Fig. 13), der ja 
vor allem aus der Intensitätsproportionalität hervorgeht, wie 
sie Bergmann?) kürzlich für Seelensperrschichtzellen bei 
kleinen Außenwiderständen bestätigt hat. Durch das Fehlen 
von äußeren Spannungsquellen ist von vornherein ein sekun- 
därer Lichteffekt unwahrscheinlich gemacht. Bei der Sperr- 
schichtzelle steht nur die Lichtenergie h-» selber zur Ver- 
fügung, die zur Ablösung und Beschleunigung von Elektronen 
dient. Eine sekundäre Lichtwirkung würde darüber hinaus 
eine neue Energiequelle, also eine äußere Spannung, erfordern. 
Der Abfall oberhalb 1000 Hz in Fig. 13 ist nicht notwendig 
eine Eigenschaft des Selensperrschichteffektes, sondern kann 
dadurch experimentell vorgetäuscht sein, daß in diesem Falle 
die Sperrschichtphotozelle auf einen im Vergleich zu ihrem 
eigenem kapazitiven Wi- _. 
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3 she: » 150 Noll/cm 
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leichzeitig : _  (Verstiirkermessung, 1500 Lichtwechsel 
regres auf die pro Sekunde.) Doppelt logarithmischer 
Maßstab. Die gestrichelte Linie ist eine 
sich für jede Intensität beliebige Proportionalitätsgerade 


1) Vgl. auch B. Gudden u. R. Pohl, Ztschr. f. Phys. 35. S. 285. 1925. 
2) Hrn. Geissler (S. A. F. Nürnberg) sei für die Selensperrschicht- 
zelle herzlich gedankt. 
3) L. Bergmann, Ph 
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des Wechsellichtes ein konstanter Zuwachs durch das Gleichlicht, 
Fig. 14 zeigt die aufgenommenen Kurven in logarithmischer 
Darstellung. Die Parallelverschiebung der Kurve B gegen A 


® Amp 
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Fig. 15. Abhängigkeit der lichtelektrischen Wirkung 
von der Lichtintensität in technischem Selen 
(Verstärkermessung, 1500 Lichtwechsel pro Sekunde.) Linearer Maßstab 


bei Hinzunahme des Gleichlichtes (= 2.1072 Watt) zeigt 
deutlich die jeweilige Vergrößerung des Stromes im Ver- 
stärker um das Andert- 
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Wirkung von der Feldstärke in technischem komponente des Wech- 
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merkwürdige Befund beim Selen konnte bisher noch nicht 
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beute der Intensität nicht proportional. Die Feldstärke- 
icht, § abhängigkeit konnte bei 1500 Hz schon als proportional be- 
cher funden werden (Fig. 16). 


nA 
VI. Zusammenfassung 


Durch Trennung und Verstärkung der bei Wechsellicht 
als Wechselstrom auftretenden Lichtströme von den um Zehner- 
potenzen größeren Dunkelströmen gelingt die Messung von 
lichtelektrischen Strömen im Halbleiter (§ 1 und 2). Eine ge- 
eignete Verstärkeranordnung wird ausführlich beschrieben (§§ 3 
und 4. Das neue Verfahren ermöglicht weiterhin die Auf- 
nahme von Frequenzabhängigkeiten lichtelektrischer Wirkung 
(§ 5. Die Störungen des Verfahrens finden sich in dem bei 
Halbleitern auftretenden Störspiegel, der der Messung kleiner 
Lichtströme eine Grenze setzt (§ 6). Auf experimentelle Mög- 
lichkeiten zur Verminderung des Störspiegels wird hin- 
gewiesen ($ 6a. Nach einer kritischen Beurteilung bis- 
heriger Untersuchungen der inneren lichtelektrischen Wirkung 
im Cu, O (§ 7) werden die Ergebnisse mitgeteilt, die nach dem 
neuen am Cu,O erhalten wurden. 
Intensitätsproportionalität und Proportionalität mit der Feld- 
stärke lassen die untersuchten lichtelektrischen Ströme als 
Primärströme erscheinen (88 9 und 10). Die örtliche Un- 
eigt gleichmäßigkeit der Ausbeute wird hauptsächlich auf örtliche 
'er- Verschiedenheiten der optischen Absorption zrückgeführt (§ 11). 


ert- Die Untersuchung der Frequenzabhängigkeit der inneren licht- 

yre- elektrischen Wirkung im Cu,O ergibt für die Lebensdauer 
1,0 der Lichtelektronen im Cu,O ~ 2. 107° Sek. (§ 12). Bei der 
ung Untersuchung der spektralen Verteilung wurden außer dem 

ein bekannten Maximum an der Absorptionskante bei 0,63 u zwei 
des weitere Maxima bei 0,8 und 2m gefunden (§ 13). §§ 14 
en- und 15 bringen Untersuchungen der durch Sekundärströme 
cht hervorgerufenen lichtelektrischen Effekte im technischen Selen 

re- nach dem neuen Verstärkermeßverfahren. 

Zu- 
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Verteilung der Schallstrahlung von Kreisscheiben 
mit Knotenlinien 


Von N. W. Mc Lachian*) 


(Mit 6 Figuren) = 


Die akustische Strahlungscharakteristik starrer Scheiben 
in beträchtlicher Entfernung von der Schallquelle wurde be- 
handelt von Stenzel 14), 1%), 1%) und dem Verf. ®), *), während 
diejenige biegsamer von Stenzel?) und Strutt™) 
untersucht wurde. In der vorliegenden Arbeit werden wir in 
erster Linie die Strahlung biegsamer Platten mitteilen unter Be- 
nutzung von Annäherungen für die dynamischen Deformations- 
kurven, mittels deren die Charakteristik schnell berechnet 
werden kann. Zugleich soll die strenge Lösung für die bieg- 
same Platte gegeben werden, ohne Beschränkung in bezug auf 
Frequenz-, Rand- oder Mittelpunktsbedingungen. 

Folgende Annahmen sind der Analyse zugrunde gelegt; 

1. Weder die akustische Beanspruchung (Schalldruck und 
Trägheitszuwachs), noch der Ableitungsverlust im Material der 
Scheibe verursacht eine Änderung ihrer Form. 

2. Teile der Platte, die irgendwann sich in gleicher 
Richtung bewegen, sind in Phase, während auf der anderen 
Seite einer Knotenlinie sie in entgegengesetzter Phase schwingen. 
Das folgt aus 1. 

3. Die Amplitude der Scheibe schwingt an jeder Stelle 
sinusförmig mit der Zeit. 

4. Wenn nicht anders bemerkt, sind die Platten homogen 
und isotrop. 

. 5. Die Platte schwingt in einer dicht verschlossenen 
Öffnung einer unendlich ausgedehnten starren Wand, die im 
freien Raum steht. 

6. Der Abstand der Platte von dem betrachteten Punkt ist 
groß gegen ihre größte Dimension, d.h. > etwa 10—20 Radien. 

Folglich kann der Schallkegel von der Scheibe zu einem 
entfernten Punkt betrachtet werden als ein System von 
parallelen Linien verschiedener Länge. Diese Bedingung gilt 


*) Aus dem en iibersetzt von E. Vogt. 
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gewöhnlich in praxi, denn für günstige Schallaufnahme be- 
findet sich der Hörer in beträchtlicher Entfernung von einem 
Lautsprecher. 

Zur Bestimmung der Charakteristik in Punkten nahe der 
Scheibe ist vorliegende Untersuchung nicht in der Lage, aus- 
genommen in ihrer Symmetrieachse. Indem er das Geschwin- 
digkeitspotential® in Legendreschen Termen und Hankel- 
schen Funktionen ausdrückte, hat Backhaus’) gezeigt, daß bei 
Schallwellen vergleichbar mit dem Radius der (starren) Scheibe 
die Richtwirkung in ihrer Nähe weniger ausgeprägt ist, als in 
einiger Entfernung. Unter der genannten Bedingung gibt die 
strengere Analyse Resultate in enger Übereinstimmung mit 
denen der Annahme 6. Unter Verwendung der Analyse von 
Backhaus!) hat Ruedy!®) Erscheinungen erklärt, die bei der 
Ultraschallstrahlung eines Quarzoszillators in Punkten nahe 
der Oberfläche auftreten. 

In der praktischen Akustik, speziell bei schalltrichterlosen 
Lautsprechern, kann die Membran (Radius gewöhnlich 10—15 cm) 
als im ganzen schwingend betrachtet werden bei niedrigen 
Frequenzen, im BaBregister. In der Gegend von 2000 Per. 
erscheinen (kreisförmige) Knotenlinien, und daher ist es 
wünschenswert, die Natur der Strahlungscharakteristik unter 
solchen Bedingungen zu untersuchen.®), §), 15) 


2, Starre Kreisscheibe, Rand frei, mit (hypothetischen) kreis- 
förmigen Knotenlinien 

Zur Vereinfachung der Untersuchung nehmen wir eine 
starre Scheibe an, die durch eine Reihe konzentrischer Knoten- 
linien von willkürlichen Radien geteilt ist. Die benachbarten 
Ringe sollen gleiche, aber entgegengesetzte Amplitude haben. 
Für eine starre Scheibe ist die Wurzel des mittleren Schall- 
druckquadrats in einem entfernten Punkt gegeben *), ®) durch: 


a 


(1) ip| = er sin gy) dr, 
0 


worin a = äußerer Scheibenradius; r = Radius eines beliebigen 
Punktes auf der Scheibe; qm = Winkeldistanz eines Raum- 
punktes von der Scheibenachse; R = Abstand eines Raum- 
punktes von der Scheibe, >a; o = Dichte der Luft. 

Die Strahlungscharakteristik kann definiert werden als?) 


(kr sin g)ar. 
0 


iben 
4 
=f 
a 
a 
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Nach einer partiellen Integration finden wir: 


R= a? J, (ka sin g) ee 


(3) ka sin 
worin zur Vereinfachung der Faktor Lern 
e% _ Xcosat 


weggelassen ist.*) Der Einfachheit halber werden wir mit X 

die Wurzel des mittleren Amplitudenquadrats bezeichnen. 
Mit den Radien der Knotenkreise a,, a,,a, --- a, erhalten 

wir durch gesonderte Integration jedes Meils der Scheibe und 


Addition: 


@ J, (kasing) _ 2 (ka, sin 

(ka sin p (k dy sin 9) (kasing) | 
Mit Hilfe des Ausdrucks (4) können wir die Strahlungscharakte- 
ristik für eine beliebige Zahl von Knotenkreisen von willkür- 
lichem Radius berechnen. Im einfachsten Fall mit einem 
Knotenkreis wird aus (4): 
(5) R= J, (ka sing) J, (ka, sin g) 

(ka sin g) ka, sing 

Beginnend mit a, = 0 und schrittweise wachsendem a, wandelt 
sich die Charakteristik immer mehr von derjenigen der starren 
Scheibe zum Typ der biegsamen Scheibe mit freiem Rand. 
Das ist in Fig. 1 verdeutlicht für verschiedene Werte von 4,. 
Hier wie in den übrigen Kurven der Arbeit ist die Charakte- 
ristik im oberen musikalischen Register wiedergegeben (Frequenz: 
4096 ~ ; Ende der Pianoforteskala) bei einem Radius der Scheibe 
von 10 cm, d.h. ka = 7,56. 

Für a, = 0 ist die Charakteristik die der starren Scheibe, 
bestehend aus einer zentralen Hauptschleife und kleinen Neben- 
schleifen (nicht gezeichnet) an jeder Seite (Kurve J). Wenn a, 
zunimmt, wachsen die seitlichen Zweige, während der 


. . . a 
Zentralteil zusammenschrumpft, wie in Kurve 2, wo a, =>: 


Wenn a, = yr’ verschwindet die zentrale Schleife und damit 


*, Um den Skalarwert (Modul) des Drucks zu erhalten, müssen 
die Ausdrücke 3—5, 10—21, 23, 28, 40, 41, 44 mit dem oben an- 
gegebenen Faktor multipliziert werden. Den Vektorwert erhält man 
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der axiale Druck, die Seitenzweige werden relativ groß, sie 
drehen sich zur Symmetrieachse hin, während Teile neuer 
Seitenzweige an jeder Seite erscheinen (Kurve 3). Ein weiteres 
Wachsen von a, auf 0,8a bewirkt das Bild der Kurve 4, in 


Kurve 1: Starre Scheibe ohne ; 
Knotenkreis (MaBstab 1,0) elie: 


Kurve 2: Knotenkreis bei DER 
r= — (Maßstab 2,0) 
2 


| 
| 


Kurve 3: Knotenkreis bei 
we 


y2 

3 


Kurve 4: Knotenkreis bei 


a 
r= 13 (Maßstab 1,0) 


ka =7,56; a = 10 cm; 
f= 4096 ~ (in allen Figuren 
der Arbeit, ausgenommen 6b) | 


Fig. 1 


der der zentrale Zweig wieder auftritt. Schließlich wächst 
diese Schleife, bis für a=a, wieder die Bedingung der 
starren Scheibe vorliegt. 

Zur Erleichterung beim Vergleich der Richtwirkungen der 
verschiedenen Schwingungsarten wurden die axialen Vektoren 
gleichgemacht. Infolge der vermehrten Interferenz mit einer 
Oberfläche, die sich nicht als Ganzes bewegt, ist die Strahlung 
bei jeder Frequenz für eine gegebene Amplitude geringer als 
für eine starre Scheibe. Im übrigen müssen die Diagramme 
mit Hilfe der Maßstabfaktoren interpretiert werden, die mit 
angegeben sind. 

Wenn wir im Grenzfall eine unendliche Zahl gleich breiter 
Ringe annehmen, so ist die Differenz irgend zweier aufeinander- 
folgender positiver und negativer Glieder in der Klammer 
in (4): 


(6) 
kr sin @ 
Die Summation von (6) zwischen den Grenzen 0 und a ergibt: 
a?” J, (ka sin 
2 kasing ’ 
so daß die Summe der Klammerglieder in (4): 
(7) a* J, (ka sin 


ka sin » 
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wird. So erhalten wir aus (4) und (7) # = 0; die Strahlung 
ist bei allen Frequenzen Null. Allgemein, je größer die Zahl 
der Knotenlinien einer biegsamen Scheibe ist, um so kleiner 
ist für eine gegebene Amplitude die Schallausbeute. Die 
größere Ausbeute, welche in der Nähe „symmetrischer“ Schwin- 
gungsformen auftritt, beruht ganz auf der vergrößerten Ampli- 
tude vermöge der Reduktion der effektiven Masse. 5), 16) Die 
Verringerung der Ausbeute mit wachsendem n, verknüpft mit 
dem Leitungsverlust, erklärt, wieso die Strahlung mit einem 
Knotenkreis viel stärker ist als mit zwei oder mehreren.®) 

Bei niedrigen Frequenzen, wenn ka sin p klein ist, 
können wir schreiben: 

J, (ka sin g) 1 


(8) (kasing) 


Dann wird aus (5): + — a,?, was, unabhängig von g, anzeigt, 
daß die räumliche Verteilung halbkugelig ist. Letzteres gilt 
für alle hier behandelten symmetrischen Schwingungsformen 
bei niedrigen Frequenzen oder wenn ka sin p klein ist. Wenn 
Knotendurchmesser vorkommen, tritt eine tiefgreifende Ände- 


rung in der räumlichen Schallkonfiguration auf. Dies ist etwas 
ausführlicher in Abschnitt 11 besprochen. 


3. Starrer Ring 


Hier ist die Strahlungscharakteristik offensichtlich ge- 
geben durch Integration von (2) zwischen den Grenzen b und a, 
dem inneren und äußeren Radius. Der Teil der Scheibe vom 
Radius b wird als starr festgehalten angenommen. Also ist 


b 
R = sin g)dr 


was nach partieller Integration und Einführung der Grenzen 


ergibt: 
_ @ J, (kasin g) b? J, (kb sin p) 
(9) as (kasing)  (kbsing) 


Das polare Diagramm hängt also vom Verhältnis b/a ab. Mit 
Null beginnend, haben wir den Fall der starren Scheibe.?), ® 
Wenn b/a wächst, wird die Fokussierung im Zentralkurventeil 
noch ausgeprägter, während die seitlichen Nebenschleifen relativ 
stärkeren Einfluß gewinnen. Die Verstärkung der Richtwirkung 
ist zu erwarten, da ein Punkt mit der Winkeldistanz » stärkerer 
Interferenz ausgesetzt ist von einem Ring als von einer vollen 
Der Ring kommt in der vor als 


danı 


was 
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Membran, die ein kegelförmiges Papierdiaphragma trägt. Es 
hat sich ergeben, daß der Ring als ein zusätzlicher Schwing- 
körper wirkt und die tiefen Register in gewissen Lautsprechern 
mit bewegter Spule unterstützt. Bei niedrigen Frequenzen, 


fir J, (0) = => wird R = (a? — 


4, Biegsame Kreisscheibe, freier Rand, mit ruhendem Mittelpunkt 


Die dynamische Deformationskurve der Scheibe sei für 
jeden Radius vom Typ w = ji ;; dann wird 


a 


= sin g)dr 


was nach partieller Integration und Einführung der Grenzen 
ergibt: 


J, (ka sin 9) 2 J, (ka sin ¢) 
1 ER 2 
(10) =a (ka sin g) (ka sin g)? 


Die polare Kurve für diesen Fall ist in Fig. 2a dargestellt. 
Sie ähnelt etwas derjenigen für die starre Scheibe, aber die 
Richtwirkung ist ausgeprägter. Die erste Seitenschleife ist 
viel stärker als bei der starren Scheibe. Die verstärkte 
Fokussierung beruht unmittelbar auf der Amplitudenverringe- 
rung in den mittleren Teilen der Scheibe, wenn man den 
Mittelpunkt als ruhend annimmt. ; 
7 
5. Biegsame Kreisscheibe, freier Rand, mit einem Knotenkreis, 


Mittelpunkt bewegt 


Die dynamische Deformationskurve sei vom Typ 


= (1 — 7, a) 


dann ist die Strahlungscharakteristik: 


was nach partieller Integration ergibt: 


J, (ka sin 9) J, (ka sin Q) 
— 
MM) R=a {(1 P,) 2 (ka sin 
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Für das Moment 0 bei einem Knotenkreis*) erhalten wir 
durch Integration über die Oberfläche 


0 


woraus porn für den Parameter p, der Wert 2 Be Der 
Radius des Knotenkreises ist daher 0,707 a = m was gut über- 


einstimmt mit dem korrekten Wert 0,68a. 
Setzen wir ?, = 2 in (8), so erhalten wir: 


(12) a? {— J; 4J, (kasin 9) 


(k a sin 9) (k a sin 
Wenn p, = 0, so wird aus (11) der Ausdruck für eine starre 
Scheibe, nämlich (8 ) oben, — während p, = 1 den Fall einer 
Membran ergibt, die ihre erste symmetrische Schwingung aus- 
führt ohne Knotenkreis. In diesem Fall ist: 


2J (ka sing) 
— 
=a [- (k a sin 9)? \. 
& 
Fig. 2a: 
j Kurve 1: Starre Scheibe (Maßstab 1,0) 


Kurve 3: Biegsame Scheibe mit ruhen- 
dem Mittelpunkt (Maßstab 2,0) 


Fig. 2b: 


Kurve 1: Am Rand freie biegsame 
Scheibe mit Knotenkreis bei 


r= (Maßstab 2,0) 
V2 


Kurve 2: Membran in der tiefsten 
Sehwingung (Maßstab 2,0) 
= 


Fig. 2b Fig. 2a 


Die Charakteristiken nach (12) und (13) sind in Fig. 2b, Kurve 
und 2 dargestellt; sie zeigen deutliche Verschiedenheit. Während 
die Membran !?), 1%) (Kurve 2) einer festen Scheibe von etwas 
kleinerem Radius ähnelt, hat die biegsame Scheibe keinen 
axialen Druck, aber es ist eine Schleife auf jeder Seite. Die 
größere Schleifenbreite für die Membran im Vergleich zur 


*) Das ist die Bedingung, die erfüllt sein muß für jede Art der 
En einer Scheibe mit freiem Rand. 
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starren Scheibe rührt von der verminderten Amplitude der 
Teile nahe der Peripherie her. Das ist im Effekt gleich- 
bedeutend mit einer Durchmesserverkleinerung des Strahlers. 
Bei niedrigen Frequenzen, wenn wir schreiben: 


(ka sin 
2°I'(n+1)’ 


verschwindet (12). Man muß indes nicht annehmen, daß dann 
in einem praktischen Fall keine Schallstrahlung auftritt. Wenn 
wir eine bessere Annäherung für die Besselsche Funktion 
einführen, wird aus (12) 7, a*(ka sin g)*. Die merkliche Aus- 
beute bei einer Resonanzfrequenz wird bewirkt durch die 
abnorme Amplitude infolge der Neutralisation der Massen- 
trigheit durch die Elastizität der Scheibe.?), 1 


J, (ka sin g) = 


6. Biegsame Kreisscheibe, freier Rand, mit einer Knotenlinie, 
Mittelpunkt ruhend 


Die dynamische Deformationskurve sei vom Typ 


** 
0 


was nach drei partiellen Integrationen und Einführung der 
Grenzen ergibt 
J, (kasing) 9 J, (ka sin 
R=a ja P,)- (k a sin q) —2(1— 2p,) (ka sin 9)? 
J, (kasin g) 
| — 8p,- (k a sin @)° 2: 
Für das Moment 0 finden wir, daß p, = = , und ein Knoten- 


in beim Radius a Vs tritt auf: Führen wir also p, = 


in (15) ein, so erhalten wir 
| R = at {— Jıkasing) 4J,(kasing) 
(16) 2 (kasin (k a sin @)* 
et 12J, (ka sin @) 


Hier ist das polare Diagramm verwandt dem der Fig. 2b, 
Kurve 7, wo der Mittelpunkt sich frei bewegte. Der Unterschied 
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zwischen den beiden Kurven ist hauptsächlich eine Form- 
verschiedenheit der Schleifen, die an die horizontale Achse 
grenzen. 


7. Biegsame Kreisscheibe, freier Rand, mit zwei Knotenkreisen, 
Mittelpunkt bewegt 


Die dynamische Deformationskurve sei vom Typ 


(1-25) (1-2, 
worin p, und p, zu bestimmende Parameter sind. Für das 


Moment 0 über die Scheibe hin erhalten wir 2a [wrdr =0, 

0 
woraus wir die unbestimmte Gleichung gi 4 
(17) 27, — 3(p, + p,) + 6 = 0 


nr gewinnen. Aus der strengen Theorie ist bekannt, daß die 
; ays Radien der Knotenkreise 0,39a und 0,84a sind. Entsprechend 


dem Früheren ist: p, = = 6,58, was, eingesetzt in (17), er- 


0,39? 
gibt p, = 1,353, wobei ein Knotenkreis von 0,86a entsteht, 
was als befriedigende Übereinstimmung für unseren gegen- 
 wärtigen Zweck angesehen werden kann. 


Die Strahlungscharakteristik ist 


2 
R - — ay (1 — Zz)r -J (kr sin g)dr 
0 
was nach einigen partiellen Integrationen und Einführung der 
Grenzen ergibt: 


J, (ka si 
(R=a? {1 @, +p.) +7, 


kasin 
J, (ka sin 9) 
(18) 2 + 2[(Pı + Ps) — 2Pı Ps] 
J, (ka sin g) 
+ 8p, *) 


Mit p, = 6,58 und p, = 1,353 in (18) finden wir, daß: 
J, (ka sin J, (ka sin 9) 
98 - a sin — 19,7 (ka sin q)? 
J, (ka sin 
(k a sin 9)? 


+ 71,28 
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7 7 ele *) Wenn p, =0, erhält man wieder Formel (11) , 3 
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Das polare Diagramm ist ähnlich dem für eine Scheibe mit 
freiem Rand mit einem Knotenkreis und zwei Knotendurch- 


messern. Diese Formen sind gezeigt in den Kurven en. 
Fig. 3a. 2 


273 


8. Biegsame Scheibe mit eingeklemmtem Rand, 7 
kein Knotenkreis 


Die dynamische Deformationskurve habe die Form 


dann ist 


\2 . 2 J, (ka sing) 
(20) = {(1- 4) r-J,(krsing)dr = 8 (kasin 


Fig. 3a: 
Kurve 1: Starre Scheibe (MaB- 
stab 1,0) 
Kurve 2: Biegsame Scheibe, freier 
Rand, mit 2 Knotenkreisen 
(Maßstab 4,0) 


Fig. 3b: 
Kurve 1: Starre Scheibe (MaB- 
stab 1,0) 


Kurve 2: Biegsame Scheibe, einge- 
klemmter Rand, mit ruhendem 
Mittelpunkt (MaBstab 12,0) 


Fig. 3b Fig. 


In poe Fall ist die Richtwirkung weniger ausgeprägt als 
die einer starren Scheibe, da der Effekt des eingeklemmten 
Randes gleichbedeutend ist einer Reduktion des Durchmessers, 
dank der geringen Amplitude in der Nachbarschaft des Randes. 


9. Biegsame Scheibe, eingeklemmter Rand, 
mit ruhendem Mittelpunkt oa 


Die dynamische Deformationskurve habe die Form: © 2 
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und wir erhalten: 


R= - J, (krsin dr, 


was nach vier partiellen Integrationen und Einführung der 


Grenzen ergibt: 
J,(kasing) 6J,(kasin p) 
= 8a? |: 
(21) T= Se (ka sin (ka sin g)* koor 
j Die räumliche Verteilung, in Kurve 2, Fig. 3b, dargestellt, r, 
ähnelt derjenigen für einen starren Ring, dessen Radien 
E zwischen dem Mittelpunkt und dem eingeklemmten Rand 
liegen. Dah 
: 10. Biegsame Scheibe, eingeklemmter Rand, (24) 
mit einem Knotenkreis, Mittelpunkt bewegt Di 
Die dynamische Deformationskurve habe den Typ: 
w= (1-5) (1-7, 
‘ 
dann wird Unte 
lässi 
| = fü- =) (1-», z)r- J,(krsing)dr | 
| (25) 
Fig. 4a: 
Biegsame Scheibe, eingeklemmter Dur« 
Rand, mit Knotenkreis, Umo 
Mittelpunkt bewegt (Mab- 
stab 8,3) 
Fig. 4b: 


Kurve 1: Am Rand freie Scheibe (26) 
mit 1 Knotendurchmesser 


(MaBstab 2,0) 
Kurve 2: Am Rand freie Scheibe 

mit 2 Knotendurchmessern wori 

(MaBstab 2,0) 
Fig. 4b Fig. 4a Dur 

was nach einigen partiellen Integrationen ergibt: 
J, (k asin (27) 

(22) R=a 1-9), (ka sin 9)? + 48p, (ka sin g)* 

Mit p, = 4 erhalten wir: ; wobı 
J,(kasinp) ,8J, (k a sin 2} 
(ka: sin a + (ka sin q)* hare 
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Die Kurvenform von Fig. 4a, entsprechend (23), ist ganz ver- 
schieden von der Mehrzahl der bisher behandelten Fälle. Sie 
hat eine gewisse Ähnlichkeit mit Kurve 4, Fig. 1, für eine 
starre Scheibe mit einem Knotenkreis mit 0,8 a. 


ll. Scheibe mit freiem Rand, n Knotendurchmesser 


Aus Fig. 5 ergibt sich unter Benutzung von Kugel- 
= (QN)?+(PN) "wel 
= r+ R?sin?g —2rRsingcos(t—y) 
R* — 2r Rsin gy cos(t — x). 
ike: 


(24) r, -R—rsingpcos(# — z). 


1 


Die dynamische Deformationskurve habe den Typ: 


ia 
w= (=) sinn’. 
a 


Unter Benutzung des Wertes für r, aus (24) und Vernach- 
lässigung von e—***, erhalten wir die Strahlungscharakteristik: 


(25) R = ff sin eikr sin p dX. 


Durch Reihenentwicklung der Exponentialfunktion in (25) und 
Umordnung erhalten wir?) 


a 2x 


R= [rttar [sin nd 


z=krsing. 


Durch Integration der Produkte der Kreisfunktionen in (26) 
erhalten wir: 


37) RK = (kr sin g)dr, 


wobei die iibrigen Glieder innerhalb der Integrationsgrenzen 
verschwinden. Das Vorzeichen und das Auftreten von Imagi- 
närem hängt von n ab, aber asian nicht den Absolutwert 
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Integration von (27) folgt als Absolutwert: 
(ka sin Q) 


(28) = a* sin ny 


In diesem Fall haben wir nicht mehr die einfache Symmetrie- 
bedingung rings um eine Drehachse, die die vorhergehenden 
Fälle kennzeichnet. Zur 
Verdeutlichung der räum- 
lichen Verteilung wollen 
wir den Druck betrachten 
in einem Punkt einer Ebene 
durch die Scheibenachse, 
Wenn die Ebene einen 
Knotendurchmesser enthält, 
liegt jeder Punkt in ihr 
symmetrisch zu gleich und 
entgegengesetzt schwingen- 
den Flächen. Infolgedes- 
sen herrscht keine Druck- 
schwankung in einer solchen 
Ebene. Da diese Ebene die Scheibenachse enthält, folgt, daß 
die Druckschwankung auch in ihr verschwindet. Wählen wir 
irgendeinen nicht axialen Punkt in der Ebene und lassen 


a Fig. 6a 
Fig. 6a: Biegsame Scheibe, freier Rand, mit 1 Knotenkreis 
und 2 Knotendurchmessern (MaBstab 20) 


Fig. 6b: Biegsame Scheibe, freier Rand, mit einem (1), 
zwei (2) und vier (3) Knotendurchmessern bei 
niedrigen Frequenzen (k a = 0,5) 


ihn um die Achse rotieren, so wird die Druckschwankung nach 
einem Sinusgesetz wachsen, ein Maximum erreichen in der 
Mitte zwischen aufeinanderfolgenden Knotendurchmessern und 
bei weiterer Rotation nach demselben Gesetz abnehmen. Mit 
n Knotendurchmessern würden 2n Maxima und ebensoviel 
Nullstellen während einer vollständigen Umdrehung der Ebene 
auftreten. Die Strahlungsverteilung in einer Medianebene bei 


von R. Unter Weglassung des Faktors 2” und partieller 
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ieller ® 1 und 2 Knotendurchmessern zeigt Fig. 4b, Kurve J und 2, 
wobei ka = 7,56 und f = 4096 ~. Für niedrige Frequenzen, 
wenn ka=0,5, sind die Kurven für 1, 2 und 4 Durchmessern 
in Fig. 6b gezeigt. 


12. Kreisscheibe, freier Rand, mit einem Knotenkreis 
und n Knotendurchmessern *) 


Die dynamische Deformationskurve habe den Typ 
w= (1 — (=)" sin n #. 
Dann wird die Charakteristik 


a 2; 


2IYR = 1-9, rmtldr | sinn et*r sin cos(—x) dF, 
j 


Unter Benutzung von (26) und (27) wird dieses Integral 
mit Weglassung des Faktors 2x: 


(30) R= - sin nef | J, (ker sin gy) dr, 


was nach partiellen EEE und Einführung der Grenzen 
ergibt 

= a’sinny {a — P,) 
31) } a sin ‚ 
J,+2(ka sin @) 
+ 2p, 


Für das Moment 0 haben wir: 


a 


(ka sin g)* 


(1 -p, ®, 


und der Knotenradius tritt bei r= Setzen 


wir den obigen Wert für p, in (31) ein, so erhalten wir den 
Ausdruck: 
nach 9 J 
2) ka sin 


ı (ka sin g) 


Mit 
‘oviel 
‚bene 


2(n+ 4) 


+ n +2 ka sing 


4 *) Der allgemeine Fall einer Membran mit Knotenkreisen und 
> bei Knotendurchmessern ist behandelt in +). 
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Dieser Fall mit zwei Knotendurchmessern und einem Knoten- 
kreis ist graphisch dargestellt in Fig. 6a. Bei Vergleich mit 
Fig. 4b wird der tiefgreifende Einfluß der Zufügung eines 
Knotenkreises auf die räumliche Verteilung offenbar. Auch 
durch Vergleich von Kurve /, Figg. 2b und 6a, kann der 
Effekt des Knotendurchmessers auf die Strahlung einer Scheibe 
mit einem Knotenkreis übersehen werden. Übrigens wenn wir 
in (32) cosny anstatt sinny schreiben und n = 0 setzen, 
erhält man Formel (12). Wir hätten also auch die Form cosn # 
in Verbindung mit der Verschiebungskurve benutzen können 
an Stelle von sin. Letzteres ist vorzuziehen; denn es be- 
wirkt. daß dann immer ein Knotendurchmesser in der Y-Achse 
liegt, vorausgesetzt, daß die Scheibe in einer horizontalen 
Ebene liegt. 


13. Allgemeiner Fall einer biegsamen Kreisscheibe 
ohne Knotendurchmesser 

Wir kommen jetzt zum allgemeinen Fall einer biegsamen 
Kreisscheibe. Es gelten keine Einschränkungen — aus 
genommen die Abwesenheit der Knotendurchmesser —, und 
die Ergebnisse gelten für jede Frequenz, ob sie mit einer 
symmetrischen Schwingungsform zusammenfällt oder nicht, 
Auch der Rand mag frei oder eingeklemmt sein, und die 
Scheibe mag vollständig oder nur ringförmig sein. 

Warren!*) hat gezeigt, daß die Amplitude der Scheibe 
bei einem beliebigen Radius r gegeben ist durch: 


(33) w=AJ, (kn +BY,(k,n+CI, kr)+DK,(k,r), 


worin J,, Y,, J, und K, Besselfunktionen sind und A...D Kon- 
stanten. Das kann geschrieben werden: 


(34) w= A (kın)+ Y, (k, + I, (k, r) + *, (k, 
worin 
k.4 12 9, (1 — md) 


Ed? 
und 


E = Youngs Modul; m =.Poissons Verhiltnis < 1; 
d = Dicke; 9, = Dichte des Materials; w = 22- Frequenz. 


Fiir eine zentral erregte Scheibe mit freiem Rand ist 


B D 7 
=D. 


Die Werte von B/A, C/A und D/A, die zu verschiedenen 
physikalischen Bedingungen gehören, können aus Warrens 
Abhandlung entnommen werden. 


was 
Am 
ER was 
wire 
Unt 
| 
erha 
37) 
| 
| 
4 
+: 
Unt 
der: 


10ten- 
h mit 
eines 
Auch 
der 
heibe 
n wir 
etzen, 
Önnen 
os be- 
Achse 
ıtalen 


N.W. Me Lachlan. Verteilung der Schallstrahlung usw. 437 


Für irgendeine der symmetrischen Schwingungsformen isi 

was die Berechnung der Konstanten vereinfacht. Die zentrale 

Amplitude wird dann: 

was ergibt: 

vere A = 0,922 w,. 
Bei Anwendung der in Abschnitt 4 benutzten Methode 
wird die Strahlungscharakteristik: 


( 
| + D, Ky (k, ni Jo (kr sin g)r dr. 
Unter Benutzung von Leumels 


erhalten wir folgende Resultate: 
k, +k sin g: 


kr singp)r-dr = 
3 - {k, J, (kasin J, (k,a)—ksinpJ,(k, a) J, (kasing)}. 


rg . = a 
(k, r) J, (kr sin g)r dr 


PB Y, (k,a)—ksin Y, (k, a) J, (kasing). 
Für r) = J, (tk, 1): 


a 
k,? + k? sin? 
-/k, J, (kasin p) I, (k,a)+ksingI,(k, a) J, (ka sing}. 
Für K, (k, r) = G, (tk, r): 


(38) [n% r)J,(kr sin g)rdr = 


J,(kasin g)K,(k, a)+ksinpK,(k, a)J (kasing), 


Unter Mc. der Ausdrücke (36) bis (39) und Einführung 
der angenäherten Werte in (35) wird die Strahlungscharakteristik: 


*) 8. m und (23). 


(39) (kr sin g)rdr= 
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1 (k, a) + B, Yı 
k,? — sin? 
C, I, (k, a) — D, K, (k, a 


R = k, a J, (ka sin 


+" 77.7 


J, (k, a) + B, Y, (k, a) 
k,? —  sin® » 
+ D, Ky (k, a) 
k,? + » 
In der Achse der Scheibe verschwindet sing und J, (kasing), 
und J, (ka sin g) = 1. Für einen Knotenkreis ist B = D,=0 
und daher wird unter diesen Bedingungen aus (40): 
(41) R= —{J, (ka) + C, ah. 
1 

Der Wert von k,a ist annähernd 3,0, was ergibt: 

J, (k, a)= 0,339 und I, (k, a) = 3,95. 
Unter Benutzung der Daten einer Aluminiumscheibe, die in 
einer früheren Publikation *) erwähnt ist, erhalten wir: 

a=10cm, k=03, C, =— 0,084, 
was ergibt 0,023a als Wert von ®R in (41); dies entspricht 
dem Axialdruck, wenn f = 4096 ~. 

Nehmen wir jetzt einen Punkt an, dessen Winkeldistanz 
von der Achse 32,7° ist, so finden wir bei einer Frequenz 
von 4096 ~ (Ende des Pianoforte), daß der Wert von R in (40) 
1,8 oder annähernd das 80 fache des Werts in der Achse ist. 
Zweifellos würde bei Ausführung einer sehr genauen Be- 
rechnung der axiale Wert von R verschwinden, ein Ergebnis, 
das wir in Abschnitt 5 erhielten, wenn der Radius des 


— ka sin (ka sin g)| 


> . a 
Knotenkreises r = ra war. 


Die Lösung, zu der wir in (40) kamen, ist nicht anwendbar, 
wenn k, =ksing, so daß man zur Vervollständigung der 
Analyse auch diesen Fall behandeln muß. Setzen wir 

ksingp=k, +h 
auf beiden Seiten von (36) und erweitern (37) nach Taylors 
Satz”), indem wir h gegen 0.gehen lassen und die Identität 
benutzen: 
+J,"(k, rn =-J,; 


so erhalten wir endlich 


a 


. 2 


N. 
| 
Unte: 
die 
(44) 
| 
ivy und 
Par 
on B 
21st. 
bis 5 
| 
| 
(42) ay, 
. = 
| 
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| f rY,(kınJ, (kr) dr 
2 
| = a)Y, (k, a) + Yo (k, a) Ly (hy a). 


Unter Benutzung von (34), (38), (39), (42) und (43) erhalten wir 
die Strahlungscharakteristik: 


(43) 


= 5 J, (k, a) {a [J,(k, a) + B, Y,(k, a)] 

[C, I, &, a) — D, K, (k, @)] 


J, (k, a) al, (k, a) + B, Y, (k, 
1 
+ (C, a) + D, 


und das ist die Lösung, wenn 


Fra 
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Die ausgestrahlte Schalleistung 
von Kreisscheiben mit Knotenlinien 


Von N. W. Mc erg 


(Mit 2 Fi ) x 


charakteristik auf einer Seite einer unendlich ausgedehnten 
_ starren Ebene bekannt ist, in der die Scheibe schwingen möge, 
so kann die nach jeder Seite der Ebene ausgestrahlte Energie 
berechnet werden. In großem Abstand R vom Mittelpunkt 
der Scheibe denken wir eine Halbkugelfläche, durch die die 
_ Energie in bestimmtem Betrag hindurchtritt (Fig. 1). Wenn p 

die Wurzel des mittleren Druckschwankungsquadrats ist, o die 
Dichte des Mediums und c die Schallgeschwindigkeit darin, 
so. ist re durch ein Flächenelement dS durchgelassene 


Leistung -?— ~ a8. Was wir dann zu tun haben, ist 


. fr dS 


für die Halbkugelfläche zu berechnen. In einer anderen 
Arbeit?) wurden die Strahlungscharakteristiken und die ent- 
sprechenden Druckschwankungen ermittelt für Scheiben ver- 
schiedener Schwingungsformen. Diese Ergebnisse werden hier 
benutzt und die in jedem Fall ausgestrahlte Leistung aus 
gedrückt im Betrage derjenigen einer starren Scheibe —, wenn 
die Schallverteilung kugelförmig ist —, die dieselbe Amplitude 
der Schwingung besitzt. Der Druck möge sinusförmig mit der 
Zeit schwanken.?) 


2. Am Rand freie Scheibe mit einem Knotenkreis 
; In diesem Fall ist die Wurzel des mittleren Druck- 
schwankungsquadrats: 
aw? X 


pu ats Fie) 


x x 


1) Aus dem Englischen iibersetzt von E. Vogt. 
2) N. W. Me Lachlan, Ann. d. Phys. 15. S. 422. 1932. 
3) Die in der zitierten Arbeit gemachten Annahmen ae om u 


Wenn die räumliche Schallverteilung oder die Strahlungs- | 


sin 
von 


(2) 


wo] 


Er: 
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worin a = Radius der Scheibe; x = ka sin (Fig. 1; k = =; 
X = Wurzel des mittleren Amplitudenquadrats im Mittelpunkt 
der Scheibe; R = Radius der halbkugeligen Oberfläche > a, 


so daß Druck und Partikelgeschwindigkeit ständig in Phase 


hlungs- 
lehnten 
möge, 
Ünergie 
punkt 
die die 

p sind. Dieals Schall ausgestrahlte und durch eine Halbkugefläche 
‚ode vom Radius R (Fig. 1) durchgelassene Leistung ist Sas. 
darin, 
assene ve 


dS = 22a R* sin pdg 


nderen Ersetzen wir in (2) p? aus (1) und benutzen den angegebenen __ 
e ent- Wert für dS, so ist die von beiden Seiten der Scheibe us- 


n ver-  gestrahlte Leistung: 

n hier | aft a. 

‘ven | Wem f{- 22 4 singap, 

‚litude J 

it der 

worin W, = zee = von beiden Seiten einer starren fh j 

Scheibe von gleicher Amplitude und gleichem Radius ause == : 
gestrahlte Leistung?) bei niedrigen Frequenzen, wenn ka S05. 


Jruck- Wir nehmen jetzt die Berechnung des Integrals in (3) vor. 
Indem wir die Glieder in den Klammern ausdrücken, wird der 
Ausdruck für die Leistung an 


1) Diese Formel gilt für eine starre Scheibe nur, wenn die räum- 7 
liche Verteilung kugelförmig ist. Bildet man das Verhältnis W/W, für 
große Werte von ka, so wird die Verteilung für die biegsame Scheibe 
+h hier. von der fiir die starre Scheibe abweichen. 
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4 


af2 
83, (a) J,(@) , 16J,2@)) 
(4) w=4w,{ | _ + sin pdg. 
0 


Zur Berechnung dieses Integrals brauchen wir folgende Formeln 
für Produkte und Quadrate von Besselschen Funktionen’); 


Tu+»+2m+]) 


: 


In (5) und (6) sind w und » positive ganze Zahlen. In An- 
wendung dieser Formeln auf (4) erhalten wir: 


co 
_ T(3+ 2m) x\2m 
(7) = D(-1r 4-m! (+) ’ 
m=0 
ni + m FC -(3) 
m=0 


Durch Addition von (7), (8) und (9) finden wir, daB man fir 
den Integrand innerhalb der Klammern in (4) schreiben kann: 


wo 2m % 
2m) 1 
(3 + 2m -1) 
G= >'(-1"- 19 wi: 
m! I(3+m{T(2 +m)} (m+3)(m+4) 2 


m=U 
Da die unendliche Reihe in (10) absolut konvergiert, diirfen 
wir es Glied für Glied integrieren.?) Das gilt ebenso für die 
in den folgenden Abschnitten behandelten Reihen. 


1) G.N. Watson, „Theory of Bessel Functions“, Formeln (5), (6). 
S. 147. 1922. 
2) T.J.T’a EN „Theory of Infinite Series“ S. 453. 1908. 


RB | 
% 
4 
(11) 
- (9) 
6) J Dur 
die 
| 
TP (13) 
u (14) 
2 
> Leis 
= 
(15) 
) 
We 
wer 
der 
= 
C 
mel 
län; 
‘| Füı 
ee 
unt 
stre 
der 
% 
x 


N. W. McLachlan. Die ausgestrahlte Schalleistung usw. 
Also wird das Integral (4): oe at" 
dg. 2/2 == 
(11) W = 4W,G(kapmf sin? +1 
"meln ( 
n’): Mit der wohlbekannten Reduktionsformel für die Sinusfunktion ') 
erhalten wir: 
a/2 
. 2m (2m — 2). 
2m+1 a 
+ 2m (12) \ 0 
| 
1-3-5... Qm +1) 
y +m) Durch Einsetzen des Wertes von G wird Ausdruck (11) fiir 
die ausgestrahlte Leistung von beiden Seiten der Scheibe 
schließlich: 
An- m (m — 1) (k 
| W, (ka)* — (ka)® + ar (ka)® 
Bei niedrigen Frequenzen, wenn ka = 0,5, ist die ausgestrahlte u 
Leistung 
W, (ka)* 
(15) W = 
Wenn ka = 0,5, so wird W = ;daszeigtdenbemerkens- 
: werten schwächenden Effekt der inneren und äußeren Teile 2 
der Scheibe, die in entgegengesetzter Phase schwingen. Für 
| für gleiche Ausbeute müßte die Amplitude am Mittelpunkt der 
ann! biegsamen Scheibe Y34560 = 186 mal derjenigen der starren e 
Scheibe sein. 
Wenn ka über 0,5 wächst, weicht die Strahlung immer ets ) 
mehr von kugelförmiger Wellenausbreitung ab, da die Welen- 
längen mit dem Scheibendurchmesser vergleichbar werden. 
Für ka = 7,56 ist die Strahlungsverteilung andernorts?) an- 
gegeben, unter Vergleich mit derjenigen einer festen Scheibe ee j 
irfen unter den gleichen Bedingungen. Für eine gegebene Amplitude 
. strahlt die starre Scheibe mehr Energie aus; aber eine Prüfung 2 
der polaren Diagramme unter Berücksichtigung der MaBstab- re : 
faktoren zeigt, "daß die von einer biegsamen Scheibe aus- RER : 
1) H. Lamb, Calculus“, Formel (7), S. 230. 
1908. 2) aa. 0., 


4 
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we gestrahlte Energie verhältnismäßig viel größer bei hohen als wol 
bei niedrigen Frequenzen ist. Das beruht auf der Abnahme 
in der Interferenz der Strahlung von einer Scheibe mit Knoten- De: 
linien, wenn die Frequenz wächst oder die Wellenlänge ab- aus 
nimmt. 


Übrigens für ka> 1,9 wird das aus den hier abgeleiteten 17 
Formeln folgende Verhältnis W /W, viel kleiner sein, als die si 
wirklich ausgestrahlte Leistung der starren Scheibe bei dem 
betrachteten Wert von ka ergab. Unter der obigen Bedingung 
(ka > 1,9) ist die Wellenausbreitung merklich eben, und die (18 
ausgestrahlte Leistung ist!) 2W,/(ka)?, worin W, die Leistung 
bei "niedrigen Frequenzen ist Mean, wenn die Verteilung da 
halbkugelférmig ist. Also fiir ka = 7,56 ist das Verhiltnis aus 
der wirklich ausgestrahlten Leistung fiir biegsame und starre 


Scheibe das as ( = 28,6)fache des aus unseren Formeln er- - 
8. Am Rande freie Scheibe mit nm Knotendurchmessern (19 
u Die Wurzel des mittleren Schalldruckquadrats ist hier 
f. J n41 @) Na 
(16) p= {sin x II. 5 
z=kasing, (20 
x = Breitenwinkel 
(Fig. 2), 
g = Azimut 
n = Zahl der . 
Knotendurch- 
messer. (21 
Die ausge- 
strahlte  Schallei- so 


stung durch eine 
Halbkugelfläche vom (22 
Radius R ist: 


ala 
(23 


1) Phil. Mag. 7. 1026. 1929. 2/(ka)? ist das Verhältnis von we 
4 ioe (43) und (41). i 
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worin, wie aus Fig. 2 ersichtlich, 
dS = 
Dementsprechend wird das Integral fiir die von beiden Seiten 


ausgestrahlte Leistung: 
2/2 


{= 
c 


2a 
(17) We sin gd nydy 


0 


da das erste ee a und W, die von der starren Sa 
ausgestrahlte Leistung ist. 

Zur Berechnung von (18) wenden wir Formel (6) an und 
schreiben: v=n +1. 

Also: 


T(2n + 2m +3) 
19 “m! DT Qn + m + 3){ In + m + 
(19) 


Nach Einsetzen von @=kasing folgt für das Bit (18): 


oo 
2W > (— Im T(2n + 2m + 3) ; 
m! I(@n-+m + 3){ IT (n+m + 2)}?2 (n+m +1) 


(20) 


Aus Formel (12) erhalten wir 

so daß aus (20) wird: 


oo 


7 1 n+m)\, 
w-w,| m! (2n + m+3)] (n+ | 


m= 0 


Wenn ka0,5, ist W in genügender Annäherung durch 
das erste Glied der Reihe gegeben, d.h. m=0. 

Für einen Knotendurchmesser n = 1 wird 
wa _ W, 

48 192’ 


N 
| 
* 
= 
von 
wen ka = 0,5. 


446 Annalen der Physik. 5. Folge. Band 15. 1932 


Andererseits ist für gleiche Ausbeute die Amplitude am 


Rand der Scheibe y192 = 14 mal derjenigen der starren 
Scheibe. Für zwei Knotendurchmesser ist n = 2 und: 


_ Wkat mW, 
W = — = 34560? 
wenn ka=0,5, was identisch ist mit (15), wenn dort ein 
Knotenkreis bei r = —*— ist. Das Verhältnis der Leistung 


aus (23) und (24) ist 180:1, was den schnellen Abfall in der 
Ausbeute mit steigender Zahl der Knotendurchmesser bei 
konstanter Amplitude demonstriert. Die Leistung in einem 
praktischen Fall hängt von zwei Umständen ab: a) der Wahr- 
scheinlichkeit für das Auftreten solcher Schwingungszustände; 
b) dem Reibungsverlust in der Scheibe. Nehmen wir gleiche 
Wahrscheinlichkeit an, so würde, da der Reibungsverlust mit n 
wächst, für eine gegebene Amplitude das Verhältnis in praxi 
noch größer als 180:1 sein. Es ist interessant, dieses Er- 
gebnis mit einem experimentell an einer konischen Papier- 
membran erhaltenen zu vergleichen. Bei Vermehrung der 
Knotendurchmesser nahm die Ausbeute nur ganz schwach ab.!) 
Dieser Befund beruht nicht auf irgendeiner besonderen Eigen- 
schaft der Konusmembranen, durch die sie gegen Interferenz- 
effekte immun wären. Die Erklärung ist hauptsächlich in der 
Konstruktion des Konus zu vermuten, der eine geleimte Naht 
hatte. Dies führte eine Asymmetrie ein, so daß die schwin- 
genden Sektoren ungleich waren und sogar bei zwei ver- 
schiedenen Frequenzen Schwingungsformen auftraten, die sich 
durch eine gewisse Zahl von Knotendurchmessern unter- 
schieden. 


4, Membran ohne Knotenkreis (tiefste Schwingung) 


Obgleich dieser Fall nicht streng unter den Titel dieser 
Arbeit fallt, ist er doch von allgemeinem Interesse und soll 
daher mit eingeschlossen werden. 

Hier ist “die Wurzel des mittleren Druckschwankungs- 
quadrats 

2oa*w*X J, (x) 


worin z=kasing. 


Also ist die von beiden Seiten der Scheibe — 
Leistung: 


1) Phil. Mag. 12. S. 776. 1981. ial 2. 
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al 
Er 


worin W, die von einer Scheibe 
ist, wenn die Schallverteilung halbkugelig ist. Aus (6) er- 
halten wir 


2 — 
(27) 0 n= 


f sin mt+lodg. 
0 
Unter Benutzung von (12) finden wir eventuell, daB 


< m (2m +3) y\2n 
(8) WW, > (I (ka) 
3 7 

29) =W, Isar — ka + at...) 

Wenn ka= 0,5, ist die ausgestrahlte Leistung offenbar '/, 
derjenigen der starren Scheibe, die mit derselben Amplitude = 
schwingt. Das steht in großem Gegensatz zu dem vorher- 
gehenden Fall, wo mit einem Knotendurchmesser das Ver- if ei 
hältnis 1:192 war. Der Gegensatz zu (24), wo das Verhältnis ae 
1:34560 war, ist vollends sehr auffallend. 


5. Scheibe mit eingeklemmtem Rand 
Hier ist: 


_ 8eatw?X? J; (a) 
und daher 

(81) W =256W er EA 


Aus — (6) erhalten wir: 


Tm +1) ka?" 
m! +7){ Lom 2? 


m= 


(3 


2) 


Unter Benutzung des Resultates in (12) wird das Integral 
in (32) schließlich 
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m=V 


(33) W=W, [» > (- 1ym (2m + 3) (2m + 5) (k or, 


5. 
(34) 32 W, - ea)? + 
Wenn ka= 0,5, ist die ausgestrahlte Leistung '/, derjenigen 
einer mit gleicher Amplitude schwingenden starren Scheibe, 
Lamb erhielt dies Ergebnis für kugelige Ausbreitung, d.h. 
für kleines ka, vor einigen Jahren.!) Die benutzte Methode 
bestand darin, die Geschwindigkeit über die Oberfläche der 
Scheibe zu integrieren, (a h. SY Ont ar}, welcher Aus 
0 
druck proportional dem Moment ist. Für eine Scheibe mit 
freiem Rand mit Knotenkreisen oder -durchmessern ist das 
Moment 0 und die Methode versagt. Das beruht auf der 
stillschweigenden Annahme, daß der Druck durch das erste 
Glied in der Besselschen Reihe ausgedrückt werden kanı; 
wenn beträchtliche Interferenz eintritt, ist es erforderlich, eine 
bessere Annäherung zu benutzen, so daß die Strahlung nicht 
verschwindet. 


6. Ausführliche Behandlung der Scheibe mit Knotenkreis 


Die ausgestrahlte Leistung hängt vom Radius des Knoten- 
kreises ab. Im Abschn. 2 wurde stillschweigend r = 2 7 gesetzt, 


da fiir die angenommene dynamische Deformationskurve 

r? 
das Integral des Moments über die Oberfläche dann 0 ist. 
Bei niedrigen Frequenzen, wenn ka=0,5, gibt es einen be- 
stimmten Wert von p, und damit von r, für den die einer 


bestimmten Amplitude entsprechende ausgestrahlte Leistung 
ein Minimum ist. So kommt es, daß, wenn ka= 0,5, die 


202 oder p, = 2,02, und 
dies erklärt, warum das Verhältnis hr /W, so klein in (24) ist. 


Wenn das schwingende System derartig ist, daß die 
„effektive Masse“?) bei einer gewissen Schwingungsform ver- 


Leistung ein Minimum ist für r = 


. 88. 1932. 
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np 1) H. Lamb, Proc. Roy. Soc. A 98. S. 205. 1920, wo das erste 
FE Glied der Reihe gewonnen ist. 
; 2) Mc Lachlan, Proc. Phys. Soc. London 44. SH 
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schwindet, so tritt die maximale Ausbeute für eine gegebene 
Amplitude auf, wobei die mittlere Amplitude den größtmöglichen 
Wert erreicht. Mit anderen Worten: Das Integral des Mo- 
mentes über die Oberfläche muß den größtmöglichen Wert 
haben für M, = 0. Um die größte Ausbeutung von einer bieg- 
samen Scheibe zu erhalten, sollte der Rand eingeklemmt sein, 
und sie sollte in ihrer niedrigsten Frequenz schwingen, wobei 
der Knotenkreis an der Peripherie liegt. In diesem Fall sind 
die Trägheitskräfte durch die elastischen Kräfte der Scheibe 
neutralisiert. Dies ist jedoch nicht die einzige Bedingung; 
denn man kann ein zusätzliches elastisches Glied einführen, 
um denselben Zweck zu erreichen, so daß die Scheibe als 
Ganzes schwingt. Das Zusatzglied kann die Form einer elasti- 
schen Zunge erhalten, einer Spiralfeder oder irgendeiner elasti- 
schen Halterung an der Peripherie. Die Frage, ob diese An- 
ordnung eine größere Ausbeute ergibt, als wenn die Scheibe 
selbst die erforderliche Elastizität liefert, wird am besten durch 
das Experiment beantwortet. 


| Der Schalldruck fiir w = A (1 —Pp, =) ist gegeben durch 


2 @? X? A 
Also: 
2/2 
J; (a) J, 


Das Verfahren ist dann vorgezeichnet und folgt dem in Ab- 
schnitt 2. Wegen der umständlichen Rechnung und der Länge 
der Ausdrücke erteilt man zweckmäßiger p, seinen Zahlen- 
wert in einem besonderen Einzelfall, als ein allgemeines Re- 
sultat zu formulieren. Eine Variation von p, erhält man in 
praxi, wenn man die Dicke mit dem Radius veränderlich 
macht. Für p, > 2 ist die Amplitude am Rande X (p, — 1) >X, 
die mittlere Amplitude. 

Wenn eine Scheibe mit freiem Rand frei schwingt mit 
einem Knotenkreis, ohne daß Knotendurchmesser vorhanden 
sind, ist r = 0,68a und p, = 2,16. Das Problem ist wesent- 
lich vereinfacht, wenn wir den Fall ka = 0,5 untersuchen; 
dann können wir die beiden ersten Glieder in der Reihe für 


J, (2) und J, (a) in (36) benutzen. Also: 
(1 — p,) 0,556 und 2p, 4:6) 


x 


| 
nigen 
nig 
heibe, 
d.h. 
thode 
> der a": 
Aus- 
mit 
f der 
erste 
ann; 
eine 
nicht 
f 
is 
oten- 
setzt, 
% 
ist, 
die =) 
und 
ist, 
die 
ver- 
erste % 
= 0,538. 


450 . Annalen der Physik. 5. Folge. Band 15. 1932 


Ferner reduziert sich das Integral in (36) auf: 


a/2 
W, 


was von derselben GréBenordnung ist, als wenn die Scheibe 
einen Knotendurchmesser hat [vgl. (23)]. 

Der Wert von W in Abschn. 2 für den Radius des 
Knotenkreises r = 0,707 a ist W /34560, während er in diesem 
Abschnitt mit r= 0,68a W,/770 ist bei gleicher zentraler 
Amplitude in beiden Fällen. Also hatte eine Anderung um 
3,8°/, im Radius des Knotenkreises ein 45faches Anwachsen 
der Leistung zur Folge. Das ist in der Tat ein über- 
raschendes Resultat und verdeutlicht den bemerkenswerten 
Einfluß des Knotenkreisradius auf die Interferenz in der Um- 
gebung der Scheibe. 


7. Energieausstrahlung biegsamer und starrer Scheiben 
unter Antrieb gleicher Kräfte 

Bisher haben wir unsere Vergleiche beschränkt auf starre 
und biegsame Scheiben bei gleicher Amplitude. Da nun die 
effektive Masse bei einer symmetrischen Schwingungsform ver- 
schwindet, wächst dann in praxi die Amplitude weit über den 
von der starren Scheibe erreichten Wert, wenn die im Mittel- 
punkt wirksame Kraft in beiden Fällen die gleiche ist. An- 
genommen, die erregte Scheibe habe einen Knotenkreis bei 
r = 0,68 a, so wollen wir die ausgestrahlte Leistung berechnen 
und sie vergleichen mit der einer starren Scheibe der gleichen 
Dimensionen. 

Die treibende Kraft im Mittelpunkt (sinusförmig ver- 
änderlich) ist: 
(39) 
worin 
z = Widerstand, v = Geschwindigkeit der biegsamen Scheibe; 
starren 


” v= ” ” 


Nun sind die mechanischen Widerstände gegeben durch 


(40) z= YB?+ w*? M? 


schwin 
EMK./! 


7104 „m 
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worin 
B, B,= Widerstand!) infolge der Ausstrahlung, 
M,„m= effektive Masse im Mittelpunkt. 
Die effektive Masse der biegsamen Scheibe verschwindet 
bei dem ersten Knotenkreis und aus (40) wird: 
(42) z=B. 
Für eine starre Scheibe ist wm gewöhnlich viel größer 
als B, so daß man für (41) setzen kann: 


(43) 2,=om. 
Durch Kombination von (39), (42) und (43) erhalten wir: 
44) 
Das Leistungsverhiltnis ist: 
Ww B 
We 
Aber aus (38) folgt, daB £ = a während aus (44): 


Setzen wir diese Werte in (45) ein, so erhalten wir: 
(46) 770 


Obwohl das enorme Anwachsen der Ausbeute in der Nähe 
einer Eigenschwingung sehr bekannt ist, so hat doch die 
numerische Größe des Effektes keine ernstliche Beachtung ge- 
funden. Um daher Formel (46) zu illustrieren, wollen wir den 
Fall einer Aluminiumscheibe behandeln: a= 10 cm; (natür- 
liche Masse + Trägheitszuwachs) m = 62 g; Frequenz, die dem 
Knotenkreis entspricht = 120 ~; (ka = 0,23). 

Der Wert von B, in (46) kann aus einer früheren Arbeit?) 
gewonnen werden, so daß wir erhalten: 
770 )"— 34 108 

704 

Die Größe dieses Verhältnisses ist ganz unerwartet. Das 

Anwachsen in der Schwingungsamplitude ist gleichfalls auf- 


fallend: V 770 -3,4-10° = 5-1-10*fach. 


r 


1) Diese Größe darf nicht verwechselt werden mit der mechani- 
schen Kraft. B ist der „mechanische Widerstand‘ oder Kraft pro Ge- 
schwindigkeitseinheit. Vgl. den elektrischen Fall, wo Widerstand = 
EMK./Stromeinheit. 

_ 2) Phil. Mag. 11. S. 38. 1931, Tab. 9, Kol.2, B, = 44 (120/30)? = 
104 „mechanische Ohm“. 
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Leitungsverlust in der Scheibe selbst ist dabei vernach- 
lässigt. Seine Berücksichtigung würde die Leistung beträcht- 
lich herabsetzen. Aber so, daß das Verhältnis W/W, ganz 
erhalten bliebe. 

Um die Untersuchung noch etwas praktisch zu illu- 
_ strieren, wollen wir die an einer Aluminiumscheibe der oben 
angegebenen Dimensionen erhaltenen Daten benutzen. Bei 
Erregung durch eine Spule von 40 Kreiswindungen in Ver- 
bindung mit einem radialen magnetischen Feld und einer 
_Elektronenréhre trat ein Strahlungswiderstand während der 
Schwingung mit einem Knotenkreis — bei Abwesenheit einer 
starren Ebene — auf: R, = 39,5 Ohm’), oder ungefähr das 
40fache des Gleichstromwiderstandes der Spule. Daraus folgt, 
unter Annahme einer gleichen erregenden Kraft für die bieg- 
same und die starre Scheibe, daß die Spulenströme identisch 
sind. Also ist das u gleich dem Verhältnis 
der Strahlungswiderstände: R,/R, Wir haben daher den 
Strahlungswiderstand R, einer Starren Scheibe in Abwesenheit 
der unendlichen starren Ebene zu bestimmen. Nehmen wir 
an, daß die Schallwellenlänge groß im Vergleich zum Scheiben- 
radius ist, so erhalten wir: 


(47) W, (in unendlicher Ebene)?) = X* 


c 


worin X = Wurzeldesmittleren Amplitudenquadratsim Mittelpunkt 
der Scheibe und c = Schallgeschwindigkeit (3,4 - 104 cm/sec} 


(48) (ohne Ebene)?) = 16 


27n c 
Folglich ist das 
ohne Ebene x, \2 
"mit Ebene (ka)? (+) 


Unter Benutzung der früheren Daten finden wir das Ver- 
hältnis in (49) zu 1/300, was sehr groß ist und den „akusti- 
schen Kurzschlußeffekt“ bei langen Wellen anzeigt. 

1) Phil. Mag. 12. S. 129. 1932. 

a 2) Phil. Mag. 7. S. 1026. 1929. W= B w* X*, was nach (39) a.a.0.= 
sae w* X? ist, worin A = nat, 


3) H. Lamb, „Dynamical Theory of Sound“, S. 281, Formel (6). 
1925. —- = 85° weil der Trägheitszuwachs ohne Ebene 3,5 g kleiner 


ist als mit Ebene. 
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Der Strahlungswiderstand in einer unendlichen Ebene ist 

gegeben durch’) 

(50) R, = C B, 


m? 


worin C? der elektrisch-mechanische Proportionalitätsfaktor 
für das Magnetspulensystem ist, d.h. die Kraft pro absolute 
Stromeinheit = Feldstärke mal Länge des Drahtes der er- 
regenden Spule.?) Unter Benutzung von (50) und der frühe- 
ren Ergebnisse finden wir R,= 6,3-10-? Ohm mit, und 
103/300 = 2,1-10—-5 Ohm ohne die Ebene. Also ist das 
Leistungsverhältnis für die beiden Scheiben ohne Ebene: 

Dieses sehr große Verhältnis kann nur erhalten werden, 
wenn die erregende Kraft und daher der Strom derselbe ist 
für beide Scheiben. In praxi, wo eine Röhre und ein Nieder- 
transformator benutzt wird, würde das starke Anwachsen im 
Strahlungswiderstand den Strom in der Spule auf einen kleinen 
Wert reduzieren. Dementsprechend würde die Amplitude der 
biegsamen Scheibe bei Resonanz und infolgedessen das Ver- 
hiltnis W/W, viel kleiner werden als 3,4 . 10°, 

Wenn ka>2, ist die Interferenz sehr viel kleiner als 
diejenige für ka=0,5. Wenn der Radius des Knotenkreises 
f= 7 und ka = 4 ist, so wird . = er für gleiche Am- 
plitude, während es in Abschn. 2 1/34560 war, wenn ka = 0,5. 
Folglich ist das Verhältnis W/W, für gleiche erregende Kraft 
beträchtlich kleiner als 3,4 - 10°. 


8. Amplitude der Scheibe zur Ausstrahlung eines bestimmten 
Leistungsbetrages 


Dies kann bequem bestimmt werden durch Berechnen der 
erforderlichen Amplitude einer starren Scheibe und Multipli- 
kation mit einem Faktor, der sich aus der vorhergehenden 
Analyse ergibt.’) 


1) a.a.0. S. 1017. 
Arbeit zu (50) oben. 
2) Hier ist C* = 2-10, Proc. Phys. Soc. a. a. O., Tab. 1. 
2 
3) Phil. Mag. 11. 8.38. 1931. Tab. 9. Kol. 3 X = 3,58 - (156) = 
2,24.10”!cm, wenn man das Vorhandensein einer unendlichen Ebene 
annımmt. 


Da B<&om, wird Formel (11) der zitierten 
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Unter Benutzung der 10-cm-Scheibe in Abschn. 7 wird 
die Maximalamplitude einer starren Scheibe zur Ausstrahlung 
von 1 Watt bei 120 Per.!) 0,224 cm. Nach (38) ist der Faktor 
V770 = 27,8, so daß die Maximalamplitude einer Scheibe mit 
einem Knotenkreis, in einer unbegrenzten starren Ebene 
schwingend, 27,8. 0,224 = 6,23 cm wird. Mit einer Amplitude 
solcher Größe würde wer weiß was mit der Scheibe ge- 
schehen! Obwohl die biegsame Scheibe eine viel kleinere 
treibende Kraft erfordert, so kann doch anscheinend bei großer 
akustischer Leistung die Verzerrung in der Scheibe leicht die 
Elastizitätsgrenze des Materials überschreiten. Ehe dies ein- 
tritt, wird der Knotenkreis sich nicht länger erhalten, sondern 
sicherlich ein Zustand minimaler Bewegung eintreten, dank 
dem großen Verlust. Infolgedessen bricht die Hypothese, auf 
die sich unsere Analyse gründet, zusammen, wenn eine wirk- 
liche Scheibe zu Schwingungen von abnormer Amplitude ver- 
anlaßt wird. Zur Ausstrahlung großer Energie sollte der 
Rand der Scheibe eingeklemmt sein, und es ist günstiger, 
eine viel höhere Frequenz als 120~ zu benutzen; dann ist 
die erforderliche Amplitude ein kleiner Bruchteil der oben 
angegebenen. 


1) Dies gilt nur, wenn die Verteilung kugelförmig ist; andernfalls 
muß das Verfahren entsprechend etwas verändert werden. 
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Über die Biegungs- und Drillungsschwingungen — 
eines dünnen kreiszylindrischen Kristallstabes 
von beliebiger kristallographischer Orientierung 


Von E. Goens 
(Mitteilung aus der Physikalisch-Technischen Reichsanstalt) 


(Mit 2 Figuren) 


Bei der Bestimmung des Dehnungs- und Drillungsmoduls 
von Kristallstäben bzw. deren Reziprokwerte zwecks Ableitung 
der elastischen Hauptparameter für den Einkristall (s,, bzw. c,,) 
bedient man sich mit Vorteil dynamischer Methoden, da be- 
sonders bei Metalleinkristallen statische Messungen die Gefahr 
unzulässig großer Deformationen in sich bergen. Die dynamische 
Bestimmung des Dehnungsmoduls läßt sich mit Hilfe der im 
akustischen Gebiet liegenden Biegungseigenschwingungen der 
Probestäbe recht bequem bewerkstelligen, wie das bereits von 
nfalls Grüneisen und Goens?) bei Zn- und Cd-Kristallstiben ge- 
schehen ist. Für die dynamische Bestimmung des Drillungs- 
moduls ist vor einiger Zeit vom Verf. eine Methode, und zwar 
zunächst für isotrope Stäbe angegeben worden), deren Prinzip 
darauf beruht, daß der zu untersuchende Stab an den Enden 


mit zwei symmetrischen zusätzlichen Massen („Endmassen“) j 
versehen und die Drillungsgrundschwingung des Systems auf \ 
elektro-akustischem Wege gemessen wird. Bei der Anwendung - 
dieser beiden Methoden auf kreiszylindrische Einkristallstäbe ; 
verschiedener kristallographischer Orientierung von kubischen 7 


und hexagonalen Kristallen zeigten nun zwar die a 
(reziproken) Dehnungsmoduln, wie bereits bei Zn und Cd, 

allgemeinen eine befriedigende Übereinstimmung 
und mit der theoretisch gegebenen Orientierungsabhängigkeit, 
dagegen ließen die aus den Messungen berechneten (reziproken) Zu 
Drillungsmoduln bei Metallen mit starker elastischer Aniso- bia 
tropie teilweise nicht unerhebliche Abweichungen in dieser 
) E. Griineisen u. ‚E. Phys. 26. S.235. 1924. 


2 E.Goens, Ann. d. Phys. [5] 4. S. 733. 1930, in folgendem als 
2.4.0.1 zitiert. 
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Wie die nähere Untersuchung lehrte, waren diese Un. 
stimmigkeiten auf den Umstand zurückzuführen, daß im all. 
gemeinen mit der Drillung eines Kristallstabes gleichzeitig 
eine Biegung verbunden ist und umgekehrt und daher die An. 
wendung der Formeln für den isotropen Stab in Strenge nur 
in solchen Fällen zulässig ist, wo infolge spezieller Orientierung 
der Stabachse zum kristallelastischen Hauptachsenkreuz dieser 
Effekt verschwindet. 

Um die geschilderten experimentellen Erfahrungen im 
einzelnen deuten zu können und eventuell die Möglichkeit zu 


Proben beliebiger Orientierung 

allgemein verwerten zu können, 

, erwies es sich demnach als not- 

u wendig, die Theorie der Eigen- 

schwingungen kreiszylindrischer 

Kristallstäbe unter Berücksichti- 

gung der wechselseitigen Ver- 

knüpfung von Biegung und Dril- 
lung näher zu studieren. 


I. Die Schwingungsgleichungen 


Den Ausgangspunkt der 
Rechnungen «bilden die Grund- 
gleichungen für die Biegungs- 
und Drillungsschwingungen eines 
dünnen Kristallzylinders, wie sie 
bereits von W. Voigt!) entwickelt 
worden sind. Als Querschnitts- 
form werde zunächst eine Ellipse 
mit den Halbachsen a und b an- 
genommen. Die Achse des Kri- 
stallstabes von der Länge / bildet 
die z-Achse eines rechtwinkligen 
Koordinatensystems, dessen An- 
fangspunkt auf der halben Stablänge in den Mittelpunkt der 
Querschnittsellipse falle (vgl. Fig. 1, der Stabquerschnitt ist 
hier bereits kreisférmig gezeichnet). Die Lage der z- und 
y-Achse sei durch die Hauptachsen der Ellipse bestimmt. Die 
Verschiebungen längs z, y seien u, v, der Drillungswinkel um: 
sei 9. Von den zusätzlichen Endmassen werde vorläufig ab- 
gesehen. 


1) W. Voigt, Lehrb. d. Kristallphys. 8338. 
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Die Voigtschen Differentialgleichungen schreiben sich 
dann folgendermaßen [a. a. O. Gl. (309)]: 


07 u M 


a) | 1 aN 
| Med = 


Hierbei sind o und q die Dichte bzw. der Querschnitt des 
Kristallstabes, L, M die Biegungsmomente um die z- bzw. 
y-Achse, N das Drillungsmoment um die z-Achse. Sie werden 
durch folgende Ausdrücke dargestellt [a. a. O. Gl. (311)]. 


7 1 [ , 2) ru 00 , 


, ” Ou 


1 2 00 „ 
(2) | M= + Dar %1%5 — 


worin 
I [73 2 [77 2 > 
= 0050554 035 O35 4 Ogg Fy, 5 
„ _ 4838 _1[/% 
- 
| 2835 2855 


Die Parameter s;, sind in bekannter Weise durch 


— — = ...834Z, + sy Y,..., 
, , al 
— 
definiert. }) 

Die Ausdrücke (1) bis (3) vereinfachen sich nun erheblich 
für den Fall des kreisférmigen Querschnitts?), wie dies auf 
Anregung von Prof. v. Laue durch Hrn. Studienrat Rönne- 
beck nachgewiesen wurde.*) Sei nämlich r der Radius des 
Kreisquerschnitts, so wird in den vorangehenden Formeln 


1) Um einer Verwechslung mit den elastischen Parametern in bezug 
auf das elastische Hauptachsenkreuz (s;,) bei einem nichttriklinen Kristall 
vorzubeugen, sind die s,, gestrichen geschrieben, bei den Koordinaten 
sowie den Spannungs- und Deformationskomponenten ist dies der Ein- 
fachheit halber unterblieben. Bei den Spannungskomponenten ist im 
Anschluß an Voigt die Druckrichtung positiv genommen. 

2) Analoges gilt für alle doppeltsymmetrischen Querschnittsformen. 

3) Die Rechnungen wurden nicht veröffentlicht. 
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a=b=r und es kann über die Lage des (z, y)-Achsenkreuzes 
in der Querschnittebene frei verfügt werden, ohne die Gültig- 
keit von (2) zu beeinträchtigen. Andererseits lautet das Trans- 
formationsschema der s34 und s3; für eine Drehung des Achsen- 
kreuzes um die z-Achse 


J [73 ” 
$35 = S34 SIN P + S35 COS 7 


(vgl. Voigt a. a. O. § 290), wenn sg, und sg, die Parameter für 
die Ausgangslage und g der Drehwinkel gegen dieselbe be- 
deutet. Hieraus folgt, daß 


19 19 ” 
+ S35 = 83, + S35 


und s4 bzw. s3,=0 für 9, bzw. Fo +75 = arctg 


wird. Erstere Gleichung zeigt, daß das Aggregat Vs} +s +5, 


gegenüber einer Drehung um die z-Achse invariant ist. Das 
Verschwinden von s3, bzw. s3;, das physikalisch gleichbedeutend 
ist und nur einer Vertauschung der z- und — y- Achse entspricht, 
bringt zum Ausdruck, daß eine Richtung senkrecht zu z 
existiert, in der eine Spannungskomponente Z, keine Schub- 
deformation erzeugt, während sie in der Richtung senkrecht 
dazu am größten ist. Für die folgenden Rechnungen sei das 
Bezugsystem so gewählt. daß s;; verschwindet, d.h. daß die 
schubdeformationsfreie Richtung die z-Achse bildet. s;, wird 


. . 2 2 
in diesem Falle numerisch gleich der Invariante Vs, +5,, 


was durch die Schreibweise 53, kenntlich gemacht werden wird. 
Formeln zur Berechnung der Invariante aus den Hauptpara- 
metern finden sich am Schluß (Abschnitt V). 

In bezug auf das so definierte Koordinatensystem sowie 


einfachungen von (3), nämlich 


, » 4833 
(4) , 2 
25. 


nehmen die Gl. (2) folgende Gestalt an: 
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während die Gl. (1) nach Einführung von (5) sich schreiben 
lassen 


v 
? ao B 80 du 
| 
Die in (5) und (6) angewandten MEREEEERIN: haben dabei . 


folgende 


wenn (s,, + der Schreibweise wegen mit s, 
bezeichnet wird; der Index g soll darauf hinweisen, daB s den 
reziproken Drillungsmodul (1/G) des kreiszylindrischen Kristall- N 
stabes bedeutet. s53 ist der reziproke Dehnungsmodul. &,7,x 
sind reine Zahlen. Aus der Tatsache, daß das elastische 
Potential eine positiv definite quadratische Form ist, folgt, = 
daß stets < 1 ist.) 

Von den Gl. (6) enthält die mittelste nur Ableitungen 
von v, nicht aber von © und nimmt damit die Gestalt einer “ts 


1) Bezeichnet man das elastische Potential als Funktion der Span- on 
nungskomponenten mit U, so muß U> 0 sein. Erteilt man in U allen wi 
Komponenten mit Ausnahme von Z,, Z, bzw. Z,, Z, den Wert Null, so = 
reduziert sich die STERNE auf 


Die allgemeine Bedingung für ax*+ by?+ cay > 0 lautet aber c*< 4ab, 
also auf den —— Fall re 


bzw. auf 


85; < 833 Su bzw. 8% < 893 855 
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gewöhnlichen Biegungsschwingungsgleichung an. Das hat, wie 
später aus den Grenzbedingungen ersichtlich werden wird, zur 
Folge, daß beim unbelasteten Stabe stets, bei Hinzufügung der 
Endmassen unter bestimmten Voraussetzungen, in der (y, 2). 
Ebene drillungsfreie Biegungsschwingungen nach Art des iso- 
tropen Stabes stattfinden. Da die Lösung für diesen Fall als 
bekannt vorausgesetzt werden kann, reduziert sich das Problem 
auf die Behandlung der simultanen Differentialgleichungen (6a) 
und (6c), die diejenigen Schwingungsformen des Systems be- 
schreiben, bei denen Biegung und Drillung verknüpft auftreten. 
Für 37,7 =0 gehen (6a) bzw. (6c) in die „isotropen“ Biegungs- 
bzw. Drillungsschwingungsgleichungen über, demgemäß lassen 
sich bei mäßigen Beträgen für &, y, x die betreffenden System- 
eigenschwingungen als Biegungsschwingungen mit geringer be- 
gleitender Drillung bzw. als Drillungsschwingungen mit geringer 
begleitender Biegung auffassen. Sie seien daher im folgenden 
als „modifizierte“ Biegungs- und Drillungsschwingungen be- 
zeichnet. 

Die Gl. (6a) und (6c) werden durch folgende Partial- 
lösungen befriedigt 


(9a) p=2s+1 
(9b) p=2s 


wo @ = 2an (n Schwingungszahl pro Sekunde). 

Bei der gewählten symmetrischen Lage des Koordinaten- 
anfangspunktes zum Stabe beziehen sich die oberen Ansätze 
auf die ungeraden, die unteren auf die geraden Ordnungs- 
zahlen p der Systemeigenschwingungen. Mit Rücksicht auf 
die dadurch erzielte wesentliche Vereinfachung der Rechnung 
werde der Fall der ungeraden bzw. geraden Eigenschwingungen 
getrennt behandelt. 

Die Einführung von (9a) bzw. (9b) in (6a, 6c) liefert 
nach Multiplikation mit (1 — 7) folgende zwei homogene lineare 
Gleichungen für u, und ©, 

(424° — w?(1 — z)) u F A750, = 0, 

+ (BR— — z)) 0, = 0, 
in denen das obere Vorzeichen (9a), das untere (9b) entspricht. 

Aus dem Verschwinden der Koeffizientendeterminante 
von (10) folgt, übereinstimmend für gerade und ungerade Eigen- 
schwingungen, die Gleichung dritten Grades für A? (unter 
Berücksichtigung von 7 = &y) 


cos Az sin A2 
sin 42, cos 12, 


(10) 


— 2 
A? 


= 
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oder in anderer Schreibweise 
( 4? B: ae 


während sich aus rom Einzelgleichungen von (10) fiir das 

Amplitudenverhältnis ©,/u, folgender Doppelausdruck ergibt 

y -+7 B*i? — (1 — x) 


Gl. (11) besitzt für den gesamten möglichen Wertbereich 
von 7(0 S71) drei reelle Wurzeln A,?, 2,?, 4,2, von denen 
zwei stets > 0 sind. Dies erhellt aus folgender Überlegung. 
Zunächst ist nach (12) für 7 = 0 (fehlende Biegungsdrillungs- 
kopplung) 

@ 
(13*) a,*, a5 =+ 
ferner für y = 1 nach (11) 


Denkt man sich die linke und zochte Seite von (12) in der Form 


2 4 
n= (a?) = (a*— bzw. 7 = ak 


graphisch dargestellt (vgl. die schematische Fig. 2)1), so ver- 
läuft q (A?) jedenfalls ganz im Reellen und die oben ermittelten 
Wurzeln stellen die Schnittpunktsabszissen der Geraden 


0 und „= (>)... = —p mit gy (a”) 
dar. Da nun fiir diese extremen Geraden drei reelle Schnitt- 
punkte existieren, muB das gleiche auch fiir jede Zwischen- 


1) Die Figur ist unter der Annahme gezeichnet, daB - < <|— 


ist, ein Fall, der, wie später ersichtlich sein wird, allein von as 
Interesse ist. Unter diesen Umständen wird für 


wie 
zur 
der 
2) 
S0- 
als =. 
em “J 
ba) 
be- 
e- 
en. 
sen 
m- 
be- 
len — 
A, = OB 1+ o? 4? + ’ > 
2 [ } B* 9 We 
1,2 = ———1|, 22-0. 
85- 
auf 
en 
ert 
are > 
ht. 
nte 
- (a,? = 0), 
A B > : 
die Abhängigkeit der Wurzeln A,? A,’ von z ist also nur geringfügig. on ie 
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gerade 7 = gelten, ebenso übersieht man, daß die 


wt 
4? B? 
Wurzeln im gesamten Bereich das Vorzeichen des Falls y = 0 
behalten. 

Auf Grund der vorstehenden Ergebnisse gestalten sich 
die vollständigen Lösungen folgendermaßen 


(14b)p=2s u=eie'Su/sini,z, O = eie! > —a,u; cosi,z, 
3 3 


in denen 2,=|V42,?| ist.!) Dabei muß im Auge behalten 
werden, daß eins der 4, rein imaginär ist, demzufolge die 


Fig. 2. (Schematisch) 


betreffende Kreisfunktion in die hyperbolische überführt wird. 
Indes ist es für die folgenden Rechnungen bequemer, diesen 
bergang an den Schluß zu verlegen. me “ 


II. Die Grenzbedingungen er 

Es sollen nunmehr die Grenzbedingungen für den all- 
gemeinen Fall aufgestellt werden, daß die beiden freien Stab- 
enden mit zwei gleichen und gleichartig orientierten zusätz- 
lichen Endmassen versehen sind (vgl. Fig. 1). Die eine Haupt- 
trägheitsachse dieser Endmassen falle mit der Stabachse zu- 
sammen. Von den beiden anderen „radialen“ Hauptträgheits- 
achsen muß vorausgesetzt werden, daß sie mit den (x, y)-Achsen 


1) Die ursprünglich sechsgliedrige Summe für u und ©, ent- 
sprechend den sechs Wurzeln von (11), reduziert sich wegen A, = i usW. 
bzw. ac =-—a,... auf die oben angegebene dreigliedrige Summe. 


nac 


(15) 


des 
sam 
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erh: 
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des oben definierten ausgezeichneten Koordinatensystems zu- 


die sammenfallen, da bei anderer Orientierung die (z, x)- bzw. 
=0 (z, y)-Ebene dieses Systems wegen der auftretenden Deviations- 
momente der Endmassen nicht mehr als Schwingungsebenen 
sich erhalten bleiben. Die Masse einer Endmasse sei M, ihre 
Hauptträgheitsmomente um z, z, y bzw. J,, J,, J, Unter 
Le: diesen Voraussetzungen lauten die Grenzbedingungen !) 
aL 
ten oe Moe N 
die Mit 7’ sei auch in folgendem abkürzend die halbe Stab- 
länge bezeichnet. Durch Einführung der Werte von L, M,N 
nach (5) gehen vorstehende Gleichungen über in 
6? uv 6*v 
a), b) % = 9 £ %3 Moe = 9; 
2 3 
| 40,0 — 25, = 9; 
d) t+7 F (1 — x) Mae = 9; 
60 00 
(15a, b) in Verbindung mit (6b) entsprechen dem früher 
(a.a.O. I) behandelten Biegungsschwingungsproblem des end- 
belasteten isotropen Stabes und beschreiben die drillungsfreien 
Biegungsschwingungen des Systems. Für die weiteren Rech- 
nungen kommen nur die Grenzbedingungen (15c—e) in 
' Betracht. Führt man in letztere die vollständigen Lösungen 
ird. (14a, b) ein, so erhält man [in der Reihenfolge (15c, e, d)] je 
sen drei?) homogene lineare Gleichungen in u, ,4,, u, bzw. u,',u,', Us” 
von der Form 
>ul(— 42 + 7 @,4,) cos Al 
all- E +0,(1— nd, sin 1,0) = 0 
ab- (16a) J ei? + cos Ar 8, 
—o(1 —z)J,o*@, sin = 0 
>! u,[(2,°— ya,A?) sin 
its- + o,,(1 — 7) Mw? cos 4,1] = 0 
sen 
1) Vgl. W. Voigt, a.a.0. § 336 und E. Goens, a.a. O. I Gl. (10a) 
und (10b). 
sw. 2) Die ursprünglichen Gleichungspaare (15e—e) reduzieren sich bei 


Einführung von z = + ! auf je eine Gleichung. 


i 


Annalen der Physik. 5. Folge. Band 15. 1932 


Su; [(— 42+ 7 sin 
655 (1 — x) J, 0h, cos A, l'] = 0 


Su sin 4,1 
o(l cos = 0 


[(4,3 — 7 @, 2,2) cos 4,1’ 
— 63,(1 — x) Mo? sin A, = 0) 


deren Koeffizientendeterminanten A bzw. 4° verschwinden 
müssen. 

Durch die Bedingungsgleichungen 4 = 0 bzw. 4’= 0 sind 
die modifizierten Biegungs- und Drillungseigenschwingungen 
des Systems, getrennt nach ungeraden und geraden Ordnungs- 
zahlen, im Prinzip eindeutig bestimmt. Man hat sich hierzu 
die Absolutwerte von A,, A,, A, aus (11) explizite als Funktionen 
von w, A, B, x ausgedrückt und in 4=0 bzw. 4’ =0 sub- 
stituiert zu denken, nachdem die «, in geeigneter Weise nach 
(13) ersetzt worden sind. Die gesamte Operation würde dann 
eine transzendente Gleichung für m in Abhängigkeit von den 
elastischen und geometrischen Bestimmungsstücken sowie den 
Konstanten der Endmassen liefern, deren Wurzeln die modi- 
fizierten Biegungs- und Drillungseigenschwingungen ergäben. 
Allerdings ist der angegebene Lösungsweg in Strenge nicht 
gangbar, es lassen sich aber unter gewissen Voraussetzungen 
Näherungslösungen entwickeln, die für die eingangs erwähnten 
experimentell verwirklichten Fälle zu brauchbaren Ergebnissen 
führen. 


IH. Genäherte Lösung der Frequenzgleichung of 
a) Prinzip der Methode 4 


der immerhin etwas uniibersichtlichen Form des 
Näherungsverfahrens erscheint es zweckmäßig, einleitend den 
Gang der Rechnungen nach der prinzipiellen Seite hin kurz 
zu skizzieren. 

Es wird zunächst gezeigt werden, daß unter Bedingunger, 
die praktisch meist als erfüllt angesehen werden können, sich 
die Wurzeln von (11), deren strenge explizite Darstellung nicht 
möglich ist, näherungsweise auf die Form ol 


= F; (833, oyl +7f,(@, 53, 
dy? = Fo (83, oV1+7f,(o, 833, 
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bringen lassen, wo zur Berechnung von f,, f,, fs Näherungs- 
werte der Argumente genügen. Damit ist das am Schluss 
des vorangehenden Abschnitts geschilderte Substitutions- 
verfahren durchführbar und führt nach Entwicklung der 
Determinante zu einer Gleichung folgender Gestalt: 


an oV¥1+zf,, ¥(s,, oV14+7%f,) 
= 7 A(o, x, the, 
Für z7= 0 (verschwindende Biegungsdrillungskopplung) geht 
diese über in ®, (833, w) W,(s,, ®)= 0 und wird für de durch 
0,=0 bzw. yr = 0 bestimmten „unmodifizierten“ Biegungs- 1 
bzw. Drillungseigenschwingungen erfüllt. 

Zur Berechnung der modifizierten Frequenzen (x + 0), 
beispielsweise der Drillungseigenschwingungen, werde (17) ge- 
schrieben 


(18) 


Ist die Abweichung der modifizierten Frequenz von der un- 7 
modifizierten nicht erheblich, so wird die linke Seite von (18) 
klein sein, da sie sich in der Form nicht wesentlich von dr 
Frequenzgleichung der unmodifizierten Drillungsschwingungen 


unterscheidet. Die rechte Seite von (18) ist daher ebenfalls “4 
klein, so daß sie mit Hilfe eines Näherungswertes von w als 
genügend genau berechenbar anzusehen ist. Da das gleiche von a - 

f, gilt, re ‚duziert sich (18) dann auf die Form W(s,,@)= const, ae 


keiten bietet. 


deren weitere Behandlung verhältnismäßig geringe Schwierig- oe i 
Umgekehrt besteht nach (18) die Möglichkeit, daß auch bei % 


kleinem y die Frequenzänderungen erheblich werden können, Be 
falls nämlich ® klein wird, d.h. wenn die Drillungseigenschwin- 

. . . . . 
gung in der Nähe einer Biegungseigenschwingung liegt. Letzteres 


läßt sich qualitativ aus dem Umstand schließen, dab ® x ®, 
ist und ®, = 0, wie oben erwähnt, die Frequenzgleichung der 
unmodifizierten ‘Biegungseigenschwingungen darstellt. Eine der- 
artige „innere Resonanz“ sollte also eine besondere Stérwirkung 
auf die beteiligten Eigenschwingungen zur Folge haben. wre 

Bei den vorstehenden Ausführungen wurde vorausgesetzt, 
daß die Eigenfrequenzen aus der elastischen Konstanten zu 
berechnen seien, man sieht aber leicht ein, daß für die hier — 
interessierende Fragestellung, aus den vorgegebenen modifizierten 


1) Von der Kennzeichnung der natürlich ebenfalls eingehenden = = 
sonstigen Konstanten des Kristallstabes und der der Endmassen ist als 
unwesentlich abgesehen worden. 


> 
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Eigenfrequenzen, die elastischen Konstanten abzuleiten, die Über- 
legungen an Hand der Gl. (17) und (18) völlig analog geführt 
werden können. 
(23) 
b) Näherungsausdrücke für die Wurzeln 4? der Gleichung (li) 
In sinngemäßer Erweiterung der Werte (13*) für (4,4), 25 
seien für die Wurzeln von (11) folgende Ansätze gewählt wobe 
mehr 
(19) 4 für 1 
@ 

= (1 + xfs), (24) 
wo fs Sa; f, noch zu bestimmende Größen bedeuten. Indem ange 
man die Ausdrücke (19) einzeln in (12) einführt, erhält man drücl 
für f,, fa, f, folgende Gleichungen 

(20) | Vi+rfı-e Vl+zh (25) 
f,=- 1-edt+zh)’ 
deren rechte Seiten allerdings noch die Unbekannten enthalten, 
Aw 


Dabei = oder nach ( 
angel 
C= arn 0. q genü 


Es werde nun im folgenden vorausgesetzt, daB c<1 (vgl. dam f Hilfs 
Anm. 1 auf S. 461), was für dünne Stäbe (ohnehin eine Grund- f Entw 
voraussetzung der Theorie) und mäßige Eigenschwingungszahlen f (96) 

zulässig ist. Man übersieht das ungefähr an nachstehender 
zahlenmäßiger Abschätzung für einen immerhin schon w- 


daß 
günstigen Fall: für r= 02cm, n= 8000 Hz, — =5, 
33 


$3 = 10-10-18 (cmgsec), 90 = 16, also Ys3z30 = wird (27) 
c = 0,038. Um so mehr wird yc <1, da nach den bisherigen 
Erfahrungen 7 < 0,2 ist. 

Unter diesen Umständen liefert (20) als erste Näherung | 


(22) fizte, (28) 


eine zweite Näherung läßt sich dadurch gewinnen, daß man 
auf der rechten Seite von (20) für f,, fs, fs die Werte von 
(22) einführt. Damit wird 


2 
7 
mr 
7) 
=: 
. 
“= 
fi 
(29) 
4 
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Uber. 
führt Vitze-—e 
c 
3 
(28) Vi+ze+e 
ng (11) 1 
h=- 
MB wobei die letzten Formen für die vorliegenden Zwecke schon 
mehr als ausreichend sind. 
An dieser Stelle seien noch entsprechende Näherungen 
für folgende später gebrauchte Größen 
ndem § angegeben. Substituiert man hierhin die allgemeinen Aus- u 
man 5 drücke (20), so erhält man nach leichter Umformung 7 
1 VI +ıf, +ıf, + ( X); & 
h,=— z - — . 
alten. 


In folgendem sind ¢ sowie f,, f,, fa; h,, h,, A, als be- 
kannte HilfsgréBen zu betrachten, zu deren Berechnung eine 
angenäherte Kenntnis von w bzw. der elastischen Konstanten 
genügt. 

Endlich seien im Anschluß an (19) noch einige weitere 
‚dazu f Hilfsgrößen eingeführt, deren Gebrauch sich in den späteren 
rund- f Entwicklungen als vorteilhaft erweist. Es werde gesetzt 


nder 

. un- | wobei der mittlere Ansatz dem Umstande Rechnung trägt, 

‘ daß nach (19) A, imaginär ist. Aus (19) folgt dann 

= 1+7f;; 

wird 7) | 1 : A V fis 2 2 A V Ss 

@ 

erung Setzt man noch unter Berücksichtigung von 6a) 

von 


(29) 


: 
ai 
ie 
4: 

>) 

Viezf, k=kVl+zf, 
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also nach (23) bei Vernachlässigung von Gliedern höherer [ 

Ordnung als yc. liefert 
1 1 

(30) k, k, = k(1— 4ze)- 

Für k, erhält man in gleicher Näherung aus (27) und (23 
in Verbindung mit (8b) Dami 
l — — 

(31) =alnVos/(1—y). 

c) Weitere Behandlung der Frequenzgleichungen A- 


Die vorstehend entwickelten Näherungen für 4,? sind nu. 
mehr in die Frequenzgleichungen einzuführen, die sich durch} außer 
Nullsetzen der Koeffizientendeterminanten 4 bezw. 4 von 
(16a) bzw. (16b) ergeben, wobei es genügen mag, die Rech- 
nungen für den Fall der ungeraden Eigenschwingungen aus 
führlich darzustellen. Durch Multiplikation der ersten Zeile 
von 4 mit — 1 und Division der Kolonnen bzw. durch 4% 
4,7, 4,7 läßt sich die Gleichung 4 = 0 auf die Form (32) (vgl 


unten) bringen. Hierbei ist 6,=“‘, und zwar werde ent 
sprechend der Doppelgl. (13) 


(33) B? Az? 
| dagegen = Bit =p gesetzt. 


[a- cosa, 7 a —y) sini, r| [a - re 
— u — ß, A,®sin A, 2 


ja — 76,) 4, sind, M a — zx) 4,2 cos A, r| ja — 


ie 


4,1 —u 
- — 33 Jy A® sin itch 
(l-yf, l+fias | 
| hy sin A, M a, cosi,?| „MA 
[cos A, 09, J, A? sin A, 7) [eos A, U — 055 J, A? Ay? sin! cos 2, 


elf, cos A, — o J, sin A, 7] [fy 6084, o J, A! hy A’ sinh! 7 
(a, sin A, 7 + og, M A®A,? cos A, 7] [Ay sin + 05, MA? A, sin 


= 
; 
« 
= 
Bar? 
| in 
rt 
« 
Größ: 
unter 
= 
3, 
| 
(34) 
- 
(85) 


Oherer 


—y) i? cos, [a- 7 Bs) 4, sin A, 
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Die Einführung der Ausdrücke (19) für A? in 8, 

liefert 

3 fil +f) ß, = el+f) ß, = I+zf 


Damit werden die in (32) auftretenden Klammergrößen 


R- 


außerdem ist nach (19) Er ie 
Unter Benutzung dieser Umformungen geht (32) in (34) über, Br 
man die Kolonnen der Determinante bzw. durch 2% 
1th und führt die durch (24) definierten 
Größen h,, h,, h, ein, so erhält man (35). Weiter läßt sich Re 
unter Berücksichtigung von (4) und (8b,a) schreiben a Ta 
o,,47M=Al’ 
36 
oBJ = (a) G43 B? M =E.1-1 


2 


i,” 


Bf, cos 1,7 — J, B* hg dg sin A, 7] 


1- 
ix sin Ay r| cos — 045 J, B 1, sin a, | 


1+ 


7 (cos 4, l’ — o J. B® A, sin A, 7] 
sin 4, + 0, M B*h, cos 4, 7] 


= 
é 
d (23) > 
i 
| nun 
durch 
"von 
Rech- 
1 Aus 
Zeile 
h a} 
2) (vgl. 
ent- 
“ 
| 
¢ 
+ıh 
-th 
la | 


(38) 
p=2s+1 
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wo IV. 
ur 
* AT, erstes 


und u die Masse des Kristallstabes bedeutet. Nach Substi« Drill 
tution von (36) und Multiplikation der mittleren Zeile mit 7, näher 


der letzten Zeile mit ! geht (35) über in wird, 
[cosk,—Bk’sink) masse 

die L 

cos k,— Ch, k,’sink,)] z[f, Coj k, C h, k,* Sin A,] [eos ks — oh sinh trivia 
[k, ink, + Wk, cos k,)] hy (Sin hy + Why Cof ky)] [fs hp 8in ky + 
wenn man noch die nach (26) definierten Größen k,, k,, k, ein- [cos 
führt und berücksichtigt, daß cosjk, = Cofk,,sinjk = j Gin is ) [-f 
Bezeichnet man die Elemente der Determinante (38) bzw. [k, (s 


ihre in eckigen Klammern stehenden Teile mit a,,, wo p der 
Zeilenindex, q der Kolonnenindex bedeutet und die zugehörigen | Zu be 
Unterdeterminanten mit 4,, und entwickelt nach der letzten f durch 
Kolonne, so folgt 

dageg 


og = ¥ Jig + Ass). sichtli 


Damit ist die durch Gl. (17) symbolisch angedeutete Form der | freque 
Frequenzgleichung hergestellt, wie man bei Heranziehung der f funkti 
Definitionsgleichungen (27) und (24) für die k, und h, erkennt. | vona/ 
Man überzeugt sich ferner leicht, daß die für y = 0 resultie- | wend 
renden Gleichungen [a3s],-0= 0 bzw. [4g],-o= 0 mit den | Stetse 
früher abgeleiteten Formeln für die Drillungs- bezw. Biegungs- | stehen 
schwingungen ungerader Ordnung des endbelasteten isotropen den | 
Stabes [a. a. O. I, (5a) bzw. (14a), (13a)] identisch sind, wenn f gestric 
man beachtet, daß im Grenzfall nach (29) k, = k, = k ist. Kolon: 
Vermittelst einer völlig analogen Rechnung, auf deren 409) 
Wiedergabe deshalb verzichtet werden kann, erhält man ın 
Anschluß an (16b) für die Reihe der geraden Eigenschwin- | oder 


2 gungen die mit (38) korrespondierende Frequenzgleichung, (41) 
(sink, + Bk cosk,] [Gin k, — Bk,° Cof [f, sin ky + D hy ky cosh) 
m Sin 
89) y[f, sin k, + Ch, k’cosk,) Eink,— h, k,? Coj ky) [sin k, + zh cos i Form 
p=2s | linker 
| [ky (ecosk,—U k, sin k,)] [%, (Cof ky +U k, Sin k,)] [fs kg cos k,—E hy cos ks. 


zur Be 


RE 
my 
3 
id 2 
= 
i aus der wiederum für x = 0 die entsprechenden Formeln fit} F 
R den isotropen Stab [a. a. O. I, (5b) bzw. (14b), (13b) hervor ehen. | die Gl 
= 


E.Goens. Biegungs- und Drillungsschwingungen usw. 471 


IV. Spezialisierung der Näherungslösungen auf experimentell 

verwirklichte Fälle 

’ a) Berechnung des reziproken Drillungsmoduls (s,’) 

aus der Drillungsgrundschwingung des endbelasteten Stabes en: 

Auf Grund der entwickelten Näherungslösungen werde als u 

erstes die Berechnung des Drillungsmoduls aus der modifizierten 3 
Drillungsschwingung des mit Endmassen versehenen Stabes 
näher behandelt, wobei wie früher (a. a. O.I) vorausgesetzt 


wird, dB 8 = <1 (axiales Trägheitsmoment der End- 


sink)| massen groß gegen das axiale T.M. des Stabes). Hierzu werde 
die Determinante in (38) durch eine letzte Umformung, deren 


sink, triviale Einzeloperationen nicht näher aufgeführt zu werden 

eis brauchen, überführt in if 

ein- [cosk, — Bk,* sin (1 —Bk,* ~X[—f, + Dh,k, tg k,]| 
be [—f,cosk, 


igen | Zu bemerken ist nur, daß die Division der letzten Kolonne 
zien | durch cos k, unbedenklich ist {wegen k, < J vgl. w. u.), 


dagegen ist die analoge Operation in der ersten Kolonne ab- 
sichtlich unterblieben, da die mit der vorgegebenen Drillungs- 
der | frequenz zu berechnende Hilfsgröße k, als Argument der Kreis- 
der f funktion unter Umständen gleich einem ungeraden Vielfachen 
ont, | Youa/2 werden könnte. Damit würden die Elemente der Kolonne 
Itie- f unendlich groß werden, während sie in der vorliegenden Form 
den f stets endlich bleiben. Bezeichnet man die in eckigen Klammern 
ngs- | stehenden Teile der Elemente von (40) sowie die entsprechen- 
ypen | den Unterdeterminanten nunmehr mit @,, bzw. 4,, (un- 
venn f gestrichen), so folgt aus (40), entwickelt nach der letzten 
7 Kolonne, 


4 4 

(40*) pm k, tg k, = yR =78D 

win- | oder 3: 
ung | (41) k, tg ky = — xD). 

hy 

Im Sinne der Ausführungen des Abschnitts IIa ist mit (40*) die at ay 


cos ky Form P(s,’) = const erreicht, man sieht das, wenn man sich 
‘os ky linker Hand k, durch (31) ersetzt denkt und berücksichtigt, daß 
"| zur Berechnung von yD ein Näherungswert von s, genügt. 
für Für die unmodifizierten Drillungsschwingungen (y = 0) gilt 
shen. | die Gleichung k, - tg k, = 8, ihre erste, der Grundschwingung 


4 
4 
| 
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entsprechende Wurzel k, ist (wegen R<1)= YR, also von 

mäßigem Betrage. Da diese Abschätzung auch für das k, des 

modifizierten Grundtons noch einigermaßen zutreffen wird, kann 

man die linke Seite von (41) mit genügender Annäherung 

folgendermaßen entwickeln 


= 


andererseits ist nach (31) ausreichend genau 


tg k, = ky? (1+ tg ky) ky?(1+ 


Auf diese Weise läßt sich (41) schreiben a 


0 1? n?s, (1 - „(1 + 38) = RK (1 — zD), 


ersetzt man ferner o durch — zz und löst nach = = G auf, 
so ergibt sich 
1 4nJ,1n? 1 1-y 
(42) Gm (14 G8) | 


Der Vergleich mit Formel (7) (a.a.0.I) für den isotropen Stab 
1-2 

1-7D 
mit dieser identisch ist. Bezeichnet man letzteren Faktor 
mit 1/7, so kann man (42) abkürzend schreiben a ae 4 


(43) G = G,,— baw. = 


zeigt, daß der vorstehende Ausdruck bis auf den Faktor 


Es bleibt nun noch übrig, die Berechnung der Größe 


Ay, 4 Ag, A R y 
D = u 43 + %s 4:3 etwas näher zu diskutieren. Eine weitere 


Entwicklung von D mit den allgemeinen Ausdriicken von 4,, 
bietet fiir die numerische Rechnung keinen Vorteil, vielmehr 
verfährt man zweckmäßig so, daß man die a, einzeln be 
rechnet und die weiteren Operationen mit ihren Zahlenwerten 
ausführt. Unter Benutzung der Näherungswerte nach (23) und 
(25) ergeben sich aus (40) folgende Ausdrücke für die a,,: 


1) Diese Entwicklung ist zweckentsprechender und etwas genauer als 


(44 
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(411 = cos k, —Bk, sink, a, Igk,, 


a, =— + ¢) cos k, + sin k, (1 + c(1 — 
a,,= c(l—c)+Ck,* k, (1—c(l1—y)), 
(44) = k, (sink, + %k, cosk,) a,, =— k, (Igk, + Uk,), 
—DKe?(1 — 
9 bs 
=1 + (1 —y)(1 1, 
a, (1 = K+ 
In a,, und a,, ist wieder k, tg k, in ausreichender Nähe- 


rung durch $ ersetzt worden. Da “ferner in a 3 der letzte Faktor 
des zweiten Summanden in der Praxis höchstens einige Ein- 
heiten beträgt, kann der zweite Summand, da c? <1, stets 
gegen 1 vernachlässigt, also a,, = 1 gesetzt werden. Formal 
anders liegen die Verhältnisse ° bei a,,, hier ist © von der 
Größenordnung 10°_10*, demzufolge wird der zweite Summand 
trotz des Faktors c? unter Umständen sogar größer als 8. 
Trotzdem bleibt dieser Umstand im Endeffekt von geringer Be- 
deutung, da a,, A,, in D meist stark hinter a,, 4,, zurücktritt. 
Der Verlauf der numerischen Rechnung ist also zusammen- 
gefaßt der folgende. Als vorgegeben ‚werden angesehen: von 
den Konstanten des Stabes r, 1, o, u!) die Winkel der Stab- 
achse mit den kristallographischen Hauptachsen (7,, 7,, 73)» 
sowie Naherungswerte fiir die elastischen Hauptparameter und 
für s,, und s,, ferner die Endmassenkonstanten M, J,, J 
endlich die beobachtete Drillungsschwingungszahl n. “Man 
berechnet zunächst y nach (7), wobei die Ausdrücke für 
+ als Funktionen der Hauptparameter aus Ab- 
schnitt ' V zu entnehmen sind, weiter c nach (21) und My Kar 
nach (28) und (30), in letzterem Falle genügt es meist, k, = 
zu setzen. Mit diesen Hilfsgrößen sowie den Konstanten a nN 
6, €, nach (37) lassen sich die Ausdrücke (44) für die a, 
zahlenmäßig auswerten, mit ihnen erhält man 


Ayı Agg — Ayg Agı 


Der letzte Schritt besteht dann in der Berechnung von ( EURE) Bin, 


und endlich sf nach (42) und (43). 


1) Wegen u = a+ Se ist eine der vier GréBen abhingig; falls ein 
guter Wert für 9 vorliegt, berechnet man zweckmäßig das mittlere r 
aus u,o,l. 
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Einer besonderen Diskussion bedarf noch die Auswirkung 
einer experimentellen Schwierigkeit, die sich für die Verwirk- 
lichung der theoretischen Vorbedingungen ergibt. Nach Ab- 
schnitt II besteht nämlich eine wesentliche Voraussetzung 
darin, daß die beiden radialen Hauptträgheitsachsen der End- 
massen mit dem in Abschnitt I definierten ausgezeichneten 
x,y-Achsenkreuz zusammenfallen, dessen Lage im Kristallstabe 
daher bekannt sein muß. Nun ist zwar die Feststellung 
derselben grundsätzlich möglich, aber umständlich, in den 
Messungen des Verf.s, die den vorstehenden Rechnungen 
größtenteils zeitlich vorausgingen, waren die Endmassen stets 
in beliebiger Orientierung aufgesetzt. Trotzdem zeigte sich, 
daß man auch in solchen Fällen vielfach so rechnen kann, 
als ob die spezielle Orientierung vorhanden wäre, zumal 
wenn 7D klein ist. Die beiden radialen Hauptträgheits- 
momente der Endmassen (J, bzw. J,, J, > J,) sind hierbei als 
Werte von J, prinzipiell gleichberechtigt. Führt man den- 
gemäß die Berechnung des Korrektionsfaktors 7 in (43) mit 
J, und J, einzeln durch (geändert werden praktisch nur a, 
und a9 und damit 4,, und 4,,), so erhält man zwei Werte 
fiir 7, “die auf Grund “energetischer Betrachtungen annähernd 
als die Extrema der Korrektionen für alle Zwischenlagen der 
Endmassen angesehen werden können. Liegt ihre Differenz 
innerhalb des natürlichen Fehlers von (Ser den man etwa 
durchschnittlich auf 0,5—1°/, veranschlagen kann, so ist die 
Korrektion ohne weiteres verwendbar, andernfalls erhält man 
wenigstens ungefähr ein maximales Unsicherheitsintervall für s/. 

Die vorstehende Schwierigkeit würde natürlich grundsätz- 
lich fortfallen, wenn J, = J, wäre, indessen läßt sich diese 
Forderung in der Versuchsanordnung des Verf.s aus mehr- 
fachen Gründen kaum verwirklichen. 

Um das Gesagte zu erläutern und zugleich einen Ein- 
blick in die verschiedenartigen rechnerischen Verhältnisse bei 
der praktischen Anwendung der Formel (43) zu vermitteln, 
sind in Tab. 1 die Ergebnisse für zwei Kupfereinkristalle 
(Cu10 und Cu3)!) und einen Aluminiumeinkristall (Al W 4) 
zusammengestellt. In der ersten Zeile der Tabelle sind die 
bei der betreffenden Messung verwendeten Endmassen nach 
der früheren Bezeichnungsweise (a. a.O. I) angegeben. 7,, 72:73 
sind die Winkel der Stabachse mit den kristallographischen 


1) Sie entstammen Messungen des Verf.s in Gemeinschaft mit 
J. Weerts (Kaiser Wilh.-Inst. f. Metall-Forsch.), über die in Kürze be- 
richtet werden wird. = 
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Hauptachsen, d.h. den Würfelkanten, da Cu und Al dem 


kubischen System angehören. Es folgen die wichtigsten Kon- 


Zahlenwerte für s,, und s, in 107" (emgsee) 


Tabelle 1 
Cu 10 | Cu 3 Al W 4 
~~ Endmassen | F | F 4 A G 
= | — — 
| 22, 70,83° 48, 57, 00| 27, 64, 84° 
0,212 0212 0,170 
l em 9,88 9,46 8,27 
11,4, 5,58 14,5, 
8, | 83 1,77, | 5,70 2,60 
0,125 | 0,020 0,0035 
2273 1780 | 1369 571,8 
0,00857 | 0,0151 0,00377}  0,00157 
k 3.24, |229, | 1.85, 1,19, 
x 0,431 0,447 1,30, 8,21 
0,00261 | 0,00296 | 0,0167 0,0872 
8 | 0,00896 | 0,0102 0,0495 0,334 
6 0,00993 | 0,0362 0,0863 | 0,482 
& 938 889 3085 | 9 460 
R 0,0820 | 0,0794 0,0127 | 0,0023 
0,116 0,114 | 0,029 | 0,021 
i -1,65 | —3,58 -13,6 
+12,1 +3,11 |+186 | — 7,60 
dry +11,3 +3,34 | +3,22 — 0,6,+ 0,1 
| — 0,32 —0,63 | —0,67 — 0,52 
Ass - 1 | — 034 | -063 |-067 | — 052 
D i | +015, | -055 |-19, | + 1,7, 
+016, | -051 |-1,1, |(~+21+4) 
D + 0,019 | -0,011 | —0,007, | +0,006 
- ' + 0,020 | -0,010 | —0,004, | (+0,07, +0,02) 
1,121 1,031 | 1,011 | 0,99, 
eee : | 1,120 1,030 1,008 | (0,93 + 0,02) 
(8, )ie 31,0, | 37,2, 38,1, 
„ f 20,1, 31,9, | 37,6, 38.0 
’ | 20,1, 319, | 375, (35, 440,7 E 
8, (Sollwert) 20,3 31,8 | 37 8 


stanten der Rechnung, hierbei entsprechen in den Zeilen 
für 8, A,, usw. die oberen Zahlen dem Wert J, = J,, 
unteren J = J,. Den Schluß bilden die Werte für (s, ~~. 

das korrigierte” Ss, nach (43), letztere sind mit den darunter- 
stehenden Sollwerten zu vergleichen, die sich aus der Gesamt- 
ausgleichung aller Messungen zur Bestimmung der elastischen 
Parameter des Einkristalls einschließlich der “kubischen Kom- 


pressibilität ergeben. 
der Endmassen. 


die 
und 


Tab. 2 enthält die erforderlichen Daten 
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Tabelle 2 


Endmasse Ming J, =J. [g/em?] | Jy (glem™] | 
A. 1,33 1,15, 0,29, 2,96 
F. 267 | 1,69, 0,39, 3,43 
G. | 6,47 1,52 3,83 


Am augenfälligsten ist die Wirksamkeit der Korrektion 
bei Cul0, wo sie nicht weniger als 12°/, ausmacht. Ihre 
Größe ist bedingt durch den beträchtlichen Wert von 7 (0,125), 
der sich indessen hauptsächlich in dem Nenner 1—y von 4 
geltend macht, während der Beitrag von 7D im Zähler in- 
folge der Kleinheit von D(+ 0,15) verhältnismäßig gering 
bleibt. Bei Cu3 beträgt die Gesamtkorrektion nur 3°/,, im 
wesentlichen eine Folge des verminderten 7, das sich aus der 
annähernden Übereinstimmung der Stabachse mit der [111}- 
Richtung, für die y = 0 ist (vgl. Abschnitt V), erklärt. Im 
Gegensatz zu Cul0 ist D hier negativ und seinem Ab- 
solutwert nach etwa dreimal so groß (— 0,5), xD beträgt 
daher nur die Hälfte von y und macht schon '/, der Gesant- 
korrektion aus. Bemerkenswert gering ist in beiden Fällen 
der Einfluß der Vertauschung von J, und J, auf 7 (~1°),,), 
die Orientierung der Endmassen zum Stabe sollte demnach 
bei diesen Messungen ohne Belang sein. 

Ungünstiger liegen die Verhältnisse bei dem Kristall- 
stabe Al W4, für den zwei Messungen mit verschiedenen End- 
massen mitgeteilt sind. Schon für die erste (mit den End- 
massen A) berechnet sich der Absolutwert von D im Vergleich 
zu den Cu-Stäben um ein Mehrfaches größer, wodurch | D| >7 
wird, außerdem ändert die Vertauschung von J, und J, 
seinen Wert um beinahe 100 °/,. Wenn trotzdem die Gesamt- 
korrektion nur etwa 1 °/, beträgt, mit einem Unsicherheits- 
intervall von ~4°/,,, so liegt das an der Kleinheit von x (3,5 °/,9), 
die übrigens hier nicht von einer günstigen kristallographischen 
Orientierung des Stabes, sondern von der geringen Anisotropie 
(Abschnitt V) des Al-Kristalls herrührt, der zufolge x höchstens 
etwa 5°/,, erreichen kann. 

Die zweite Messung mit Endmasse @ gibt ein Beispiel 
für das Versagen der Formel. Während nämlich die Rechnung 
mit J,=J, für D einen Wert liefert, der, abgesehen vom 
Vorzeichen, nicht viel von der entsprechenden Zahl für End- 
masse A verschieden ist, wird für J, = J, 4,, klein und damit 
D und 7D unverhältnismäßig groß (y D = UA Infolgedessen 
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unterscheiden sich die beiden berechneten Werte von 4 um 
etwa 7 °/,, ungefähr in diesen Grenzen bleibt also s unsicher. 
Befriedigend ist immerhin, daß die Korrektion dem Sinne nach 
richtig herauskommt (7 < 1, entsprechend > (8, Sollwert 
im Gegensatz zu der Messung mit den Kndmassen A, wo 
n>, ‘und das Unsicherheitsintervall tatsächlich den Sollwert 
einschließt, wie aus den in der Tabelle angegebenen Zahlen- 
werten zu ersehen ist. 

Gemäß den früheren Überlegungen am Schluß von Ab- 
schnitt IIIa deutet der geringe Wert von 4,, für den Fall 
J =J, darauf hin, daß bei dementsprechender Orientierung 
der Endmassen „innere Resonanz“ zu erwarten wäre. Eine 
gewisse qualitative experimentelle Bestätigung kann vielleicht 
darin gefunden werden, daß bei dem wirklichen Versuch neben 
der in der Tabelle angegebenen Torsionseigenschwingung die 
beiden Biegungseigenschwingungen zu 817 bzw. 578 bestimmt 
wurden, von denen die tiefere sich nur um 1°/, von der 
Torsionseigenschwingung unterscheidet, obwohl anscheinend 
die wirkliche Orientierung der Endmassen viel eher der Vor- 
aussetzung J, = J, entsprach, da das mit dem zugehörigen 
n-Wert berechnete 8, weitaus besser mit dem Sollwert iiber- 
einstimmt. 


b) Berechnung des reziproken Elastizitätsmoduls (8/,,) aus 
den Biegungsschwingungen des einfachen Kristallstabes 


Nach den Ausführungen des Abschnitts I besitzt der 
kreiszylindrische Kristallstab zwei Biegungseigenschwingungs- 
reihen, von denen eine von keiner Drillung begleitet ist und 
sich daher nach der gewöhnlichen Formel für den isotropen 
Stab berechnet. Für die andere Reihe mit Biegungsdrillungs- 
kopplung gewinnt man die Frequenzgleichung direkt aus (38) 
bzw. (39), wenn man die auf die Endmassen bezüglichen 
Größen M,J,,J,=0 setz. Man erhält so für ungerade 
bzw. gerade Ordnungszahlen nachstehende Beziehungen 


cos k, k, f,cosk, 
(45) 2x5, k, cosk,|= 0, 
k,sinkk, —k,Gink, f,k,sink, 
sin k, Sink, f,sink, 
5, Sink, sink, |= 0, 
| k, cos k, 
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von denen wiederum nur der Fall der ungeraden Ordnungs. 
zahlen (45) ausführlicher behandelt werden soll. 

Nach Division der ersten beiden Kolonnen durch cos k, 
Cojk, liefert Entwicklung nach der dritten Kolonne 


(47) | cosk, (1 —zvf,f,)k, tgk, +(1—zf,f,) k, Tg k,] 
= 7f3(f, —f.)k, sink,. 


Für = 0 geht (47) über in cosk, (tgk + Tg k) = 0, also 
cosk, = 0 und tgk + Tgk = 0; unter Heranziehung von (28) 
und (31) läßt sich ihre Identität mit den bekannten Frequenz- 
gleichungen der Biegungs- und Drillungsschwingungen des 
isotropen Stabes für ungerade Ordnungszahlen leicht nach- 
weisen.!) Die Wurzeln der Gleichung tgk +Tgk=0 sind 


im folgenden mit k, (= (2p + 7) bezeichnet, nach (28) ist 


k= =, wo die unmodifizierte Biegungsfrequenz be- 


bedeutet. 

Unter Vernachlässigung von Größen höherer Ordnung als 
ze ist nach (23) 6, = —27¢, 
nimmt man noch die Ausdrücke für k, und k, nach (30) hinzu 
und führt diese Größen in (47) ein, so erhält man 


kl 
(48) 
=— 2yck,tgk,, 
wobei cosk, +0 vorausgesetzt wird. Entwickelt man weiter 
den tg und Tg nach der Taylor’schen Reihe bis zur ersten 
Ordnung, setzt also 
(49) +0) =tgr+d(1+tg?x), Tgr+öll— Ten) 


und vernachlässigt auch sonst wieder Glieder von höherer 
Ordnung als 7c, so geht (48) über in 


| tgk + Tgk = % k(tgk — Tq k) — + 


(50) 
—2k,tgk, |. 

Unter Beriicksichtigung von (28) entspricht die vorstehende 
Gleichung in der allgemeinen Ausdrucksweise von Abschnitt Illa 
wiederum dem Lösungsstadium der Form ®(s3,®) = const, 
da zur Berechnung der rechten Seite Näherungswerte für k 


wae 1) Vgl. z.B. E. Goens, Ann. d. snail 5) 11. S. 649. 1931, in fol 
a gendem als a. a. O. II zitiert. 
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und k, [nach (31)] genügen, doch ist sie ihrer Transzendenz 
wegen "fiir den praktischen Gebrauch zu unbequem. Durch 
eine weitere Vereinfachung, die durch die Geringfügigkeit des 
Einflusses der Biegungs-Drillungskopplung auf die Biegungs- 
schwingungen der niedrigsten Ordnungen gerechtfertigt ist, 
kann man aber auch hier der Korrektion die Gestalt eines 
Faktors geben, der zu der gewöhnlichen Formel für den 
isotropen Stab hinzutritt. Hierzu werde auf der linken Seite 
von (50) k durch k, + (k — k,) ersetzt, Entwicklung nach (49) 
gibt dann für die "linke Seite (wegen tg?k, = Tg?k,) einfach 
2(k— k .) auf der rechten Seite werde zunächst nur k mit k, 


vertauscht. Man erhält so aus (50) unter Berücksichtigung 
von tgk, = — Tgk,, 
61) ke=k, 1 - - Ta hy + + 4k steh) - 


Da nun der Übergang von k zu k, auf der rechten Seite von 
(50) bzw. (51) gleichbedeutend ist mit der Approximation von 
durch ®,, wird man konsequenterweise auch noch in ¢ 
und k, w durch ®, ersetzen. Aus den Definitionsgleichungen 
4Ak,? _4o_ Aw 


ja sowie (8) folgt 


und nach (31) 4% Yl—z=h,? 
Bezeichnet man letzteren Näherungswert für k, mit k,’ und 
das Aggregat 3k,Tgk,+ k,? Tg? k, mit F(k >; so schreibt 
sich (51) 
1 


k=k,l1- 


1:8 + 


durch Einführung dieses Ausdruckes für k in (28) ergibt sich 
als Schlußresultat 


r? k,* 


52 
(92) S33 n? 


8, 
1 (Fk) +4k,'tgk, 
Der vor der eckigen Klammer stehende Ausdruck ist mit der 
Formel für den reziproken Elastizitätsmodul (1 /E) des isotropen 
Stabes identisch, nach ihr berechnet sich somit auch s’,, für 
die drillungsfreien Biegungseigenschwingungen. 


2 


1) Nach (7) ist rm “z 7a hängt also nicht von s,’ ab, trotzdem 
833 


ist die obige Schreibweise gewählt, da 7 und 3,'/s3, in k,’ einzeln 
vorkommen. 
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In analoger Weise ergibt sich aus (46) für die Biegungs- 
schwingungen mit ungerader Ordnungszahl 


(53) (Fk) — hy’) | 


k, bezeichnet hier die Wurzeln der Gleichung ctgk — &tgk=0, 
F(k,) das Aggregat 3k,Cigk, + k,?Ctg?k,, k,’ ist wieder 
k,? (Ve (l1—y)- Die Zahlenwerte für k, und deren Po- 
33 
tenzen sowie von F(k,) sind 
für den Grundton: 
k, = 2,3650 k,? = 5,593 kt = 31,285 F(k,) = 12,87 
für den 1. Oberton: 
3,9266 15,42 237,72 27,23)) 
Da in der Praxis fast immer r/l klein (= 0,01—0,02) 


und xo <1 ist, sind die Korrektionen nach (52, 53) fir 
33 


Grundton und 1. Oberton geringfiigig. Da ferner unter diesen 
Bedingungen auch k,’ nur mäßige Beträge erreicht, tritt in 
(52) 4k,'tgk,' x4k,'? hinter F(k,) zurück, während sich in 
(53) 4k,’ctgk, noch nicht viel von 4 unterscheidet. Anderer- 
seits werden die Korrektionen beträchtlich und verlieren ihre 
Gültigkeit, wenn tgk,’ bzw. ctgk,’ sehr groß oder schärfer 
ausgedrückt, wenn cosk, bzw. sink,»0 werden, d.h. wenn 
die Biegungsschwingungen in der Nähe einer ungeraden bzw. 
geraden Drillungsfrequenz liegen („innere Resonanz“). Für 
die Biegungsgrundschwingung beispielsweise würde ein solcher 
Fall erstmalig eintreten, wenn sie nahezu mit der Drillungs- 


. 
grundschwingung zusammentrifft, wenn also k, = kg oder 


34 
V 
günstigen Wert 1/6 an, so ergäbe sich ein Mindestwert r/l 
von = 0,1, bei einem Stabdurchmesser von 4 mm entspräche 
das einer Stablänge von nur 20 mm. 

Auf die Anführung experimenteller Beispiele kann ver- 
zichtet werden, es genügt durch eine Überschlagsrechnung 
unter ungünstigen Annahmen für X und s,/s33 die Geringfügig- 


wire. Nimmt man für den un- 


8,(1-7) 


keit der Korrektion zu zeigen. Sei = 0,02 7 = 0,1 So = 5, 
ER 8 l 858 


1) Für höhere Ordnungszahlen vgl. z.B. E. Goens, a. a. 0. Il, 


1 
Tab. 1; nach der dortigen Bezeichnungsweise ist k, = 5 ‚F(k)= 4° (m), 


(letzte Spalte). 
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so berechnet sich fiir den Grundton eine Korrektion von 
— 2,5 °/,o, für den 1. Oberton eine solche von — 4,7 °/,, gegen- 
über dem aus der Formel für den isotropen Stab folgenden 
Wert von s33. Sie spielen in der Praxis um so weniger eine 
Rolle, als die meist vorhandene geringe Elliptizität der Probe- 
stäbe Effekte der gleichen Größenordnung hervorrufen kann. 
Damit findet der eingangs erwähnte experimentelle Befund 
bezüglich der befriedigenden inneren Übereinstimmung der aus 
Biegungsschwingungen ohne Berücksichtigung der Biegungs- 
drillungskorrektion berechneten s33 seine theoretische Begründung. 
V. Berechnung der Invariante +35) 
aus den Hauptparametern s,, 
Zur Berechnung von y ist noch die Kenntnis der In- 
variante (s’5, + de = 53, in Abhängigkeit von den Hauptpara- 
metern s,, und der Orientierung der Stabachse zum elasti- 
schen Hauptachsenkreuz erforderlich. Da in der zugänglichen 
einschlägigen Literatur diesbezügliche Transformationsformeln 
nicht ee werden one wurden sie nach dem von 
Voigt (a. 
rechnet. 


+ + 71 727 + Bo 7271") 
+ (8,3 + 4 844) 72 73” + 73 72”) 
+ (813 + 4555) (Bs 73717 + Bi 71 
+ (8:4 + 856) (8,71 7272 + 3 1° %st+ 
+ (895 + 846) (Bo 7273 + + 7277s) 
+ + 845) (83 7371 + $B, 75772 + 
+43, (88, 71775 + Bs 71°) + F516 717 + 
+ 896 (3 By +B, 72°) + 594 72773 + 72°) 
+ 4.854 (385 75772 + Be 73°) + 4535 (82s 79771 + 75°) 
Den analogen Ausdruck fiir }s;; erhält man, wenn man 
ß, durch «, ersetzt, also 
@,ß,7;(@=1,2,3) sind die Richtungskosinus der Winkel zwischen 
den elastischen Hauptachsen und dem Achsenkreuz, dessen 
?’-Achse in die Stabachse fällt. Ihre Bedeutung im einzelnen ist 


aus dem nebenstehenden Schema ersichtlich, in dem sich x’, y’,z’ auf 
das nach der Stabachse orientierte Koordinatensystem beziehen: 
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Da sich die Anzahl der Hauptparameter für die höheren 
kristallographischen Symmetrieklassen erheblich verringert, 
vereinfachen sich in diesen Fällen auch (54) und (55) ganz 
=) wesentlich. Im folgenden soll sich die Berechnung von 5%, 
S56, at auf das kubische und hexagonale System be- 
he schränken, die für die kristallelastischen Untersuchungen der 
ie Metallkristalle das meiste Interesse bieten, da der größte Teil 
der Metalle diesen beiden Systemen angehört. 


‘ a) Kubisches System 


Die elastischen Eigenschaften des kubischen Einkristalls 
sind durch drei unabhängige Hauptparameter s, w S19) 8 a” 
stimmt, von den übrigen ist s,=s,= 5, = 855 
= = die restlichen Parameter sind Nall 

Führt man die vorstehend angegebenen Werte in (54) 
und (55) ein und berücksichtigt in geeigneter Weise die be- 
kannten Orthogonalitiitsbeziehungen zwischen dem Richtungs- 
kosinus zweier rechtwinkliger Koordinatensysteme, so er- 
hält man: 


Bo 72° + + (S12 + (72? + 75) 

+ + Bs 73 (M1? + 
oder 
(56) = 2 (81) — — $844) (8, 71° + 72° + 
analog nach (55) 

(57) 855 = 2 (81) — Sig )(@, + + 75°): 
und weiter durch Addition der Quadrate der rechten Seite: 
(58) at = 4, — — 45)? (1° + 73° + 79° 

— (7,4 + 72° + 

wird also dargestellt durch das Produkt eines 
Aggregats der elastischen Hauptparameter un eee reinen 
Orientierungsfunktion. Das Aggregat — 44) erscheint 
auch in den Formeln, die s3 und 1 1 (Su + in Bnpigkeit 


2, 1) Bereits angegeben in E. Goens u. E. Schmid, Naturwiss. 19. 
8.520. 1931. 
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von den Hauptparametern und der Orientierung darstellen und 
ist kennzeichnend für die elastische Anisotropie des Kristalls.') 
Die Orientierungsfunktion hängt, entsprechend der Invarianz von 
+ gegenüber einer Drehung um die z’-Achse nur von 
den y, ab und werde abkürzend mit W(y,) bezeichnet. Wie sich 
leicht zeigen läßt, verschwindet %#(y), wenn die Achse des 
Kristallstabes mit der W ürfelkante, der Flächendiagonale oder 
der Raumdiagonale des Elementarkubus zusammenfällt. In diesen 
Fällen wird also und damit auch s;, und ein- 
zeln gleich Null: die so orientierten Stäbe biegen sich dril- 
lungsfrei und umgekehrt. Für + y,, 7, = 72° ‚15,7 „Jr, = 25° 
31,5’ und ihre cyclischen Vertauschungen erreicht # W (y,) seinen 
größtmöglichen Wert 0,0787. 
b) Hexagonales System co 
Das hexagonale System ist elastisch durch fünf unehhän- 
gige Hauptparameter charakterisiert: s,,, 535, Sy S19) Sg, VOU 
den anderen sind noch S,,=5,,, = = S44, = 
2(s,, — 8,,) von Null verschieden. Mit diesen Werten erhält 
man aus (54) und (55): 


44° "12? “13? 


[?° 34 = [04.7 + 72”) (8, 71 + Be + S33 Bs 7s° 

(59) + (815 $544) (8, 711. + Bo + (11? + 7279) 
| = — 1-99) — (S13 + 2757) — 555757] 

analog 


(60) $835 = — 7 [5,1 (1 — 73”) — (S13 + S44) 273°) — S55 75°] 

und daraus: 
‚2 ‚2 ze 4 1 1s 2) 1 2 

+ = ) ( — 73°) 
— (83 + — 273°) — 85573") 

(+ du hängt also nur von 7,, dem Richtungskosinus 

des Winkels der Stabachse mit der hexagonalen Achse, ab, 
bessichnet man diesen Winkel mit g, also y, = cos g, 
Jl —y,? = sin g, so wird: ea, 


s“_) = 4 sin? pcos? pls sin 
s) — (s (ein? 2 p]? 
13 p) 33 COS” 
sin?2 — 853) — + 85) 
(25,5 +54,)) cos 2 


(61) ; 
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Der vorstehende Ausdruck (und mit ihm sq und s;) wird 
zunächst immer Null, wenn g = 0° oder 90° ist, d.h. wenn 
” die Achse des Kristallstabes mit der hexagonalen Achse zu- 
A sammenfällt oder auf ihr senkrecht steht. Daneben gibt es 

BT aber unter Umständen noch eine dritte derartige Richtung, 
deren Winkel mit der hexagonalen Achse durch das Ver- 
schwinden der eckigen Klammern bestimmt ist, d. h. durch 

Die Existenz dieser dritten Richtung ist also an die Be- 
dingung |C| < 1 geknüpft und ihre Lage eine Funktion der 
elastischen Hauptparameter. Es sei erwähnt, daß unter den 
bisher untersuchten hexagonalen Metallkristallen für Mg und 
Zn |C| <1, für Cd dagegen > 1 ist. 


Zusammenfassung 


Auf Grund der Ansiitze von W. Voigt wird die Theorie 

u der Biegungs- und Drillungsschwingungen eines dünnen kreis- 

2% zylindrischen Kristallstabes beliebiger Orientierung mit sym- 

metrischen Zusatzmassen an den Stabenden entwickelt. Sie 

trägt im besonderen dem Umstand Rechnung, daß im all- 
gemeinen mit der Biegung eines Kristallstabes eine Drillung 

- verknüpft ist und umgekehrt. 

: Eine strenge explizite Lösung des Problems erwies sich 
unmöglich, doch gelang es, ausreichende Näherungen in ge- 
schlossener Form zu gewinnen. 

e Die gefundenen Ausdrücke wurden auf zwei praktisch 

interessierende Fälle spezialisiert, und zwar: 

1. Berechnung des (reziproken) Torsionsmoduls aus der 
Drillungsgrundschwingung des Stabes mit Zusatzmassen. 

2. Berechnung des (reziproken) Elastizitätsmoduls aus 
den Biegungsschwingungen 1. und 2. Ordnung des einfachen 
; Stabes (ohne Zusatzmassen). 
oe Die entwickelten Formeln bewähren sich bei der An- 
wendung auf das Experiment in befriedigender Weise, was an 
einzelnen Beispielen näher gezeigt wird. 
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Hrn. Prof. v. Laue möchte ich auch an dieser Stelle = 
seinen liebenswürdigen Beistand herzlichst danken. 


(Eingegangen 13. August 1932) 
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